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Cours : FONCTIONS - Généralités

Avec Exercices avec solutions

Présentation globale
1) Domaine de définitions.
2) Fonctions paires et Fonctions impaires et interprétations s géomeétriques
3) Fonctions majorées ; minorées ; bornée
4) comparer deux fonctions et interprétations s géométriques
5) Les variations d’une fonction numérique
6) Les extremums d’une fonction numérique

1) Domaine de définition d’une fonction

1°) Exemples de définitions
Exemple1 : voici des exemples de fonctions numeériques :

fx)=3 ; g(x)=2x+3 ; h(x)=2x2 ; M(x)=x"Pap -1 ; N(x):__z
X

Exemple2 : Soit la fonction f définie par, f (x)=3x* -1
Calculer limage de 1 et\E et -1 parf.

Solution : f(1)=3x1’-1=3-1=2 et f(ﬁ]zsx(ﬁf—l:ﬁ—l:at
f()=3x(-1) ~1=3-1=2

2°) Domaine de définitions

ACTIVITE :1) On considére la fonction définie par: f (x )=

x-3
Pammi les valeurs suivantes, laquelle/lesquelles n'a/ont pas d'imageparf? 0;2;-3; 3.

Solution: 1) f (0):0—13:—% donc 0 aune image par f c’est : —%
F [2):2—13:—1 Donc 2 aune image parfclest: —1
1 1 ; 1
-3)=——=—— Donc -3 a une image par fc'est : ——
PRGN gep -
f (3):%:% nm??? Mais % n’existe pas en math donc 3 n’a pas d'images par f

Définition : Pour une fonction f donnée, 'ensemble de tous les nombres réels qui ont une
Image par cette fonction est appelé ensemble de définition de la fonction f, que I'on notera D

D, ={x eR/f (x)eR}
Exemples : Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes définie par :
Nfkx)=2¢+1. 2) gx)=3x>-x+1 3) h(.ar):i

X

ifley=—>_. & N(x):jx_44_ 6) K (x)- 5]

2x -4~

—_—
x —2x
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Solution : 1) f(x)=2x +1 Un réel a toujours une image.

Donc D, =R
2) g(x)=3x"—x+1 Un réel atoujours une image.
Donc D, =R

3) hix) = 2 Pour les fonctions du type fractions rationnelles, 'ensemble de définition est lensemble
X

des nombres pour lesquels le dénominateur estnon nul. : D, ={x e R/x #0}
Donc D, =R—-{0} =R’

On dira aussi que 0 est une valeur interdite pour la fonction 7
3

4 M (x)= 5 s 7 Pour les fonctions du type fractions rationnelles, 'ensemble de définition est
T

I'ensemble des nombres pour lesquels le dénominateur est nonnul.: D,, ={x e R/2x -4 # 0}

2x—4=0 ssi ngzz Donc D,, =R —{2}

On dira aussi que 2est une valeur interdite pour la fonction M
D't

2
X —

5) N(x)= D, ={x eR/x*—4#0}

x*—4=0 Signiie x’-2°=0 Signifie (x-2)(x+2)=0
Signifie x—2=0 ou x+2=0 Signifie x=2 ou x=-2
Donc D, =R—{-2;2}

6) K(x]:x?;r__zi . Dg={x eR/x’-2x #0}

x*~2x=0 Signifie x(x’-2)=0 Signifie x=0 ou x*-2=0

Signifie x=0 ou x*=2 Signifie x=0 ou x=+2 ou x=-2
Donc: DK:R_{_JQ_;O;,E}
2) Fonctions paires et Fonctions impaires

a. Fonction paire

On dit qu’une fonction f est paire si et seulement si :
1. Son ensemble de définition est centré

2. Pour tout réel x de Df, on a : f(-x) = f(x)

=
Spd

M (% iz |r_ e k| Sy 4
[
|

b. Fonction impaire

On dit qu’une fonction f est impaire si et seulement si :
1. Son ensemble de définition est centre,

2. Pour tout réel x de Dy, on a : f(-x) = -f(x)

Exemples1 : Soit f une fonction définie par : f(x) =3x> -5

1) Déterminer le domaine de définition de f
2) Montrer que f est une fonction paire
3) Donner une interpretation géométrique (la courbe représentative de f)
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Solution :1) f est une fonction polynéme : Donc D, =R
2)Pourtoutréel x, si xeRR, alors —xeR
f(=x)=3(-x)" —5=3x>-5

f(=x)=1(x)
Donc f est une fonction paire,
3) la courbe représentative d'une fonction paire est symétrique par a I'axe des ordonnées.

3
Exemples2 : Soit g une fonction définie par: g(x)=—
X

1) Déterminer le domaine de définition de g

2) Montrer que g est une fonction impaire

3) Donner une interprétation géometrique (la courbe représentative de f)
Solution :1) On a g(x)e R sietseulementsi: x#0

Donc: D, =R"

2)
-Pourtoutréel x, si xeR", alors —xeR"
3 3
= = X
g(~x)=-g(x)

Donc g est une fonction impaire,

3) la courbe représentative d’'une fonction impaire est symétrique par rapport a I'origine.
c. le graphe et la parité de la fonction
- la courbe représentative d’'une fonction paire est symétrique par a I'axe des ordonnées.

maths + inter

- la courbe représentative d'une fonction impaire est symétrique par rapport a l'origine.

fig-03 f(2) (Cy)

maths — inter

$f(—x)
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Exercice : Etudier la parité des fonctions suivantes définie par

1) fm=""1 2) fW=r+i. 3) fx)=—
X X x°+5
Solution : 1) f(:»r):x__1 ona f(x)eR ssi x#0 donc D, =R’
X

-Pourtoutréel x, si xeR", alors —xe R’

fe=tR Tt
f(=x)==f(x)

Donc f est une fonction impaire,

2) f(:r):ngrl ona f(x)eR ssi x#0
b

Donc D, =

-Pourtoutréel x, si xeR", alors —xeR”

f(=x) :(—x)2 +L :ch—l:(—:lr2 +1J
- —-x

X X
f(=x)# £ (x)
Donc f est une fonction ni paire ni impaire,
I
3) (="
x+5
D, ={xeR/x+5%0}
x*+5=0 ssi x* =-5 pas de solutions
Donc D, =R
- Pourtoutréel x, si xelR,alors —xeR
2(—x) 2%
— —2%
S(=x)= 2 )
- (—x) +5 x+5
f(=x)==f(x)

Donc f est une fonction impaire

3) Les variations d’une fonction numérique
3-1) Sens de variation d’une fonction : fonction croissante -décroissante
Définition : Soit f une fonction et D, son domaine de définition

Et soit I un intervalle inclus danst

Dire f que est strictement croissante sur 7 ( croissante sur ) signifie que :
Six el etx, el tqx=<x alors f(x)=<f(x,) (f(x)<f(x))

Rq : Une fonction croissante « conserve l'ordre ».
- Dire f que est strictement décroissante sur / ( décroissante sur 7 ) signifie que :
Six el etx,el tqx<x,alors f(x)> f(x,) (f(xl)zf(xz))

Rq : Une fonction décroissante « inverse l'ordre ».
- Dire f que est constante sur I signifie que :
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Six el etx, el tq x<x,
alors f(x,)=f(x,)

- Une fonction définie sur un intervalle 7 est monotone sur cet intervalle si elle est : soit
croissante sur / soit décroissante sur /

Exemple1 :Soit f une fonction tel que : f(x): Tx—5

Montrer que f est strictement croissante sur R
Solution : f est une fonction polyndme donc D, =k

Soit x, eR et x, eR tels que : x;, < x,

Donc 7x, < 7x, car 7>0

Donc 7x,—5<7x, -5

Alors f(x,)< f(x,) d’ou f est strictement croissante sur R

Exemple2 : Soit f une fonction tel que : g (x )=-2x +3

Montrer que f est strictement décroissante sur R
Solution :

Soit x, eR et x, eR tels que: x <x,
Donc —2x, > —2x, car —2<0

Donc —2x,+3>—2x,+3 Alors g (x,)>g(x,) d'ou g est strictement décroissante sur R

Exercice : Soit f une fonction tel que : g(x)= =
X

1) Determiner le domaine de définition de g
2) Montrer que g est strictement décroissante sur [0;+oo[

3) Montre que g est strictement décroissante sur |-o0;0]

4) Donner le tableau de variation de g
Solution :1) g(x)eR ssi x#0

DoncD, =R -{0} =R"
2)Soient x, €[0;+o0[ et x, €[0;+00[ tel que x, < x,

1 1 D 2
Donc —>— Donc —>— car 2>0
xl X, x]_ X5

Alors g(x,)> g(x,) d’ou g est strictement décroissante sur [0;+oo[
3) Soit x, € |-0;0] et x, € |-0;0] tel que x <x,
1 a2z 2
Donc —»>—"%>—car 20
X Ky K K
Alors g (x,)> g (x,) d'ol g est strictement décroissante sur |-o0;0]

4) tableau de variation :

T |- ] +0¢

@ N |\
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3-2) Le taux d’accroissement d’une fonction

a) Définition : Soit f une fonction et D, son domaine de définition

Et soient x, e D, et x,e D, tq x, # x,

On appelle Le taux d’accroissement (taux de variation) de |a fonction f entre x, et x,

f(x)-f(x)

Le réel noté 7T'(x;;x,) esttq: T'(x;x,)=
X —%,

b) Le taux d’accroissement d’une fonction et les variations :
Propriéteé : Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle
e On dit que f est strictement croissante(croissante) sur 7 ssi pour tout x, €/ et x, e/ et x, #x,

Onaf(xl)_f(xz)>_0 (f(xl)_f(xE)ZO)
X — X5 X—X;
e On dit que f est strictement decroissante(décroissante) sur I ssi pour tout x, €7 et x, €I et

f(x)-f(%) _, (MSO)

X

x#x, ona
1 — %, X, —X,

f(xl)—f(xz)

¢ On dit que f est constante sur I ssipourtout x, €/ et x, e/ et x, #x, ona —————==0
X=X

Exemple : Soit f une fonction tel que : f (x)=3x>+2

1) Déterminer le domaine de définition de f

2) Montrer que le taux d’accroissement (taux de variation) de la fonction f entre x, et x,
Est: T (x;x,)=3(x,+x,)

3) Montrer que : f est croissante sur [0;+oo[

4) Montrer que : f est décroissante sur |-o0;0]

5) Donner le tableau de variation de f
Solution :1) f Est une fonction polynéme donc D, =

2) Soient x, e R et x, eR telque x #x,

Flalk r(N Bx'+ 2)-(3x," +2)

T(%:%)= X, —% ) XX
U o
O WS O
P(nn | S22 (1,1 %)
=% X=X
3(x —x,)(x +x,
T(xl;xl): (ll :-_)E:ﬁl‘):%xﬁxz)
X, —X,

3)ona: T(x;x,)=3(x+x,)
Soit x, E[UH—O@[ et x, E[O;+oo[
Donc x,20 et x,>20 Donc x,+x,20

Donc 3(x+x,)>0 car 3>0

Prof / ATMANI NAJIB www.coursfacile.com s




Donc T'(x;;x,)=3(x,+x,)>0

D’ou f est croissante sur [U;+oo[

4)Soit x, e]—oo;O] et x, € ]—00;0]

Donc x,<0 etx,<0 Donc x+x,<0
Donc 3(x +x,)<0 car 3>~0

Donc T'(x;x,)=3(x, +x,)<0

D’ou f est décroissante sur ]—oo; 0]

5) Résumé : tableau de variation : f(0)=3x0"+2=2

== 2 —oo O oo

F(x) \)/

4) comparaison deux fonctions (fonctions positives et négatives)
Fonctions majorées ; minorées et bornée :

6-1) Comparaison de fonctions

Définition 1 : On dit que deux fonction f et g sont égales si et seulement

si : Elles ont méme ensemble de définition : D, =D, =R

et Pour tout xe D, :f(x)=g(x) etOnécrit: f =g

Exemple : Les fonction f et g définies respectivement par :
f(x)=x>+1et g(x):l
X

Sont-elles égales ?
Reéponse :
Déterminons leur ensemble de définition :

f est une fonction polynéme donc D, =k et D, = R”

On adonc D, = D, . Les fonctions ne sont donc pas égales. On écrit: f =g

6-2) Définitions : Soit | un intervalle et soient f et g deux fonctions définies
Sur |. On dit que :

1)f est inférieure a g sur | lorsque : f(x)<g(x)pourtout xe/.Onnote: f<g Surl.
2)f est positive sur | lorsque : f(x)=0pour tout xeZ.On note : f>0surl.

3
4

)
)f est majorée sur | lorsqu’il existe un réel M tel que : f(x)<M pour toutx e/
)f est minorée sur | lorsqu’il existe un réel m tel que : m < f(x) pour toutx €/
5)f est bornée sur | lorsqu'il existe des réels Met m tels que : m < f(x)<M Vxel .

(f est majorée et minorée)
Interprétation graphique :
1) f(x)< g(x)pour tout xel ssila courbe (Cg ) de la fonction g est au-dessus de La courbe

(C, ) de f surlintervalle
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2) f(x)=0pourtout xe/ ssila courbe (Cf ) de la fonction f est au-dessus de I'axe des

abscisses sur l'intervalle /

6-3) Exemples :

Exemple1 : Soient f et g les fonctions numériques tels que : f(x)=x+1let g(x)=x"+x+2
1) Déterminer leur ensemble de définition :

2) Comparer les fonctions f et g

3) Donner une interprétation géometrique du résultat

Solution : 1) D, =D, =R car des fonctions polynémes
2)g(x)—f(x)=x"+x+2—(x+1)=x"+1>0 vxeR

Donc: f(x)<g(x) vxeR donc f<g

3) La courbe (Ca) de la fonction g est au-dessus de la courbe (Cf) de f surlintervalle R

&

Exemple2 : Soient f et g les fonctions numériques tels que : f (x )=x’+1 et g(x )=x"
1) Déterminer leur ensemble de définition :

2) Comparer les fonctions f et g

3) Donner une interprétation géomeétrique du résultat

Solution : 1) D, =D, =R car des fonctions polynémes

2)g (x)—f (x)=x" —(x2 +1):—1-<0 VxeR

Donc: g (x)=<f (x) VxeR donc g <f

3) La courbe (C, )de lafonction f est au-dessus de (Cg) La courbe de g surl'intervalle R

Exemple3 : Soit f une fonction numérique définie sur R par: f (x )=—x"+2
Démontrer que f est majorée par 2 sur R .

Solution : f (v)-2=—x"+2-2=-x"<0

Donc f(x)<2 VxeR

La fonction f est donc majorée sur R par M =2

Exemple4 : Soit f une fonction numérique définie sur ® par: f (x )=x"+1
Démontrer que f est minoré par 1 sur & .

Solution : f (x)-1=x"+1-1=x">0

Donc1<f (x) VxeR

La fonction f est donc minorée sur R par m =1
1
x +1

Exemple5 : Soit f une fonction numérique tel que : f(x)=

1)Déterminer D,

2) Démontrer que f est majorée sur R .
3) Démontrer que f est minorée sur R . Conclure

Solution :1)D, :{x eR/x? +1¢0}

x*+1=0< x* =—1 Pas de solution dans &
Donc : Df =R
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2)Ona VxeR x°>0 donc x>+1>0+1

1
Donc x’+1>1 donc ——<I
x +1

Donc: f(x)<1 par suite f est donc majorée sur Rk par M =1
2)Ona VYxeR x°>0 donc x>+120+1

Donc x*+1>1 donc x*+1>0

Donc : 0< f(x)

Par suite f est donc minorée sur R par m=0

Conclusion : 0<f (x)<1 VxeR

f est donc bornée sur & .
5) Les extremums d’une fonction numérique
7-1)) Définitions :

miaths — inter

Twfi)” maths — inler

Soit f une fonction numeérique définie sur un intervalle ouvert /etsoit ae/

» Dire que f (a) est une valeur maximale de fsur 7 (ou f (a) est un maximum de f sur 1)
ssi:Vx €l:f (x)<f (a)

» Dire que f (a) est une valeur minimale de f sur 7 (ou f (a) est un minimum de f sur 7 ) ssi
Vxel:f(x)=f(a)

7-2) Exemples d’applications :

Exemple1 : Soit f une fonction numérique tel que : £ (x )=5x"+3

1) Calculer: £ (0)

2) Montrer que pourtout x e R : f (0)<f (x)

3) En déduire que : £ (0) est un minimum absolu de f sur R

Solution:f (x)=5x’+3 D, =R

1) £ (0)=5x0+3=3

2) f(x)-f(0)=5x*+3-3=5x">0

Donc pourtout x e R £ (0)<f (x)
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3)Ona: VxeR f(0)<f(x)

D'ou f(0)=3 est un minimum absolu de f sur R

Exemple2 : Soit g une fonction numérique tel que : g (x )=—4x*+1
1) Calculer : g (0)

2) Montrer que pourtout x eR : g(x)<g(0)

3) En déduire que : g (0) est un maximum absolu de f sur R
Solution: g(x)=—4x’+1 D, =R

1) g(0)=—4x0*+1=1

2) g(x)-g(0)=—4x>+1-1=—4x><0

Donc pourtout x e R g (x)<g(0)

3)Ona: VxeR g(x)<g(0)

Dot g (0)=1 estun maximum absolu de g sur R

Exemple3 : Soit f une fonction numérique tel que : f (x ) =—4x 2 +4x +5
1°a) Montrer que : f (x )=6—(2x —1)2 pour tout x e R

b) Montrer que : f (x)<6 pourtout x eR

2) calculer : f (%} et en déduire les extrémums de fsur R

Solution: 1)a)ona D, =R
6—(2x —1)" = 6—(4x > —dx +1)
=6—4x’+4x —1=—4x*+4x +5
Donc: f (x)=6—(2x —1)2

2

v

b) Donc pourtout x eR ona (2x 1)

2

0
Par suite —(2x —1)° <0 donc 6—(2x —1)" <6

Donc pourtout x eR f (x)<6
1 ,
2)Ona: f{—}z6—[2x——l} =6-—(1-1) =6
2 2
On apourtout x eR : 6—(2x—1)2 <6 a]orsf(x)sf[%}

1 .
Donc f [EJ: 6 est un maximum de f sur R

Exemple4 : Du tableau de variation on a :

X 3 -2 2 5

5 2
i) \0:5 / \ 2
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Donner une valeur maximale et Minimale de f

Solution : Le nombre 2 est une valeur maximale de f au point x, =2

Le nombre 0.5 est une valeur Minimale de f au point x, =—2

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron » Dit un proverb
C’est en s’entrainant réegulierement aux calculs et exercices

Que l'on devient un mathématicien
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