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Cours : Etude de fonctions Avec Exercices avec solutions

Présentation globale
I) Asymptotes a une courbe
ll)Etude d’une fonction polynéme

1) Etude d’une fonction polynéme : x —ax’+bx +c
2) Etude d’une fonction polynéme : x —>ax’ +bx*+cx +d
ax +b

lll)Etude d’une fonction homographique : x — p
cx +d

ETUDE DE FONCTIONS

) asymptotes a une courbe :

Si lim f(x)=+0o0u lim f(x)=—w ou lim f(x)=+ ou lim f(x)=—0 alors la courbe (C)
X—a X—a

X—a X—a
admet une asymptote verticale d équation

*Si lim f(x)=bou lim f(x)=b alors la courbe admet une asymptote horizontale

d’équation
_ : _— 2x-1
Exemple : Soit f la fonction définie par : f(x) =

3x—6

Déterminer les limites aux bornes de D, et

(Donner une interprétation géométrique des résultats)
Solution : D, =R — {2} = |-o0;2[ U |2+

1) lim f (x) = lim 2X =
x—2" x—2" 3_x—
lim2x-1=3 et im3x-6=0"et lim3x-6=0"

a >0 2 4=
3r—06 1

Donc : lim f(x)=+o et lim f(x)=—=
Interprétation géométrique des résultats :
La droite (A) : x=2 est une asymptote verticale a la courbe C¢

s .o 2x-1 . 2x 2

2)lim f(x)=lim =limZ2==2

) l'—H-‘JGf( Y) X—+0 3x— 6 X—+2 3_?{ 3
lim f(x) = lim XL = Jjm 2% =2
X—=—x X——® §y — X—3—o 3x 3

Interprétation géométrique des résultats :

La droite (A) - y :g est une asymptote horizontale a la courbe Cy
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ll)Etude d’une fonction polynéme

1) Etude d’une fonction polynéme : x — ax* +bx +c

Exemple1 : Soit f |la fonction définie par : f (x )=x 2 44x +3

1)Déterminer D,

2) Calculer : lim f (x) et lim f (%)

3) Calculer: VxeR ; f'(x)

4) Etudier le signe de f'(x) Vx €D,

5) En déduire les variations de f sur D, et donner le tableau de variations de f sur D,
6) Déterminer les points d’Intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses.

7) Déterminer les points d'intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des ordonnées

8) Tracer la courbe représentative (Cf) dans un repére orthonormé (O;z‘ =T )
9) Tracer la droite (D )d’équation : (D): y =3dans le méme repére (O;f;})
10) Déterminer les points d’Intersection de la courbe (C, ) et la droite (D)

11) Résoudre graphiquement dans R linéquation : x* +4x>0
Solutions :

1)Ona: D, =R= ]—oo;+oo[ car f est une fonction polynéme

2) lim f (x )= lim x* +4x +3 = lim x* = 4o

lim f (x )= lim x* +4x +3= lim x* = 4o

3) VxeR ; f'(x)=(x?+4x +3)!: 2x +4
4) Etude du signe de f''(x ) : VxeR
f'(x)=2x +4

% 00 —2 +00
2r+4| — () +

Donc : f est une fonction strictement croissante dans [—2;+oo[
Et f est une fonction strictement décroissante dans ]—m;—z]
Le tableau de variations de f

7 (-2) =), M(-2)+3=4-8+3=-1

f'(x) — 0 -

O +
f(x) o 1/

o

6)Les points d'intersection de la courbe (Cf ) avec 'axe des abscisses ont leurs ordonnées nulles,

et leurs abscisses sont les solutions de I"équationf (x )=0.
f (x)=0 Signifie x*+4x +3=0
A=b*-4dac =4> -4x1x3=16-12=4>0
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_41+\/Z_—4+2_—_2__1 . 44 4-2 -6
2x1 2 2 * 2xl 2 2
Donc les points d'intersection de la courbe (C, ) avec 'axe des abscisses sont :

C(-L0) et D(-3;0)
7) Le point d'intersection de la courbe (Cf ) avec I'axe des ordonnées a une abscisse nulle
Etona f(0)=0"+4x0+3=3

-3

X,

Donc le point d’intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des ordonnées est : E (0:3)
8) Tracer la courbe représentative(Cf ) dans un repére orthonormé (O;f; j')

Pour construire la courbe représentative (C, ) on va d'abord dresser un tableau des valeurs :

x |43 1]0]1
fix)|3 |0 4]0 |[3]8

f

(==

(D).y=3

10) Pour déterminer les points d’Intersection de la courbe (Cf ) et la droite (D):y =3
On va résoudre I'équation : f (x )=y
f(x)=yox’+dx+3=3x +4x =0 x (x +4)=0
<S>x=0o0ux+4=0<x =00u x =4
Donc les points d'intersection de la courbe (C, ) et la droite (D): y=3 sont :
4(0;3) et B(-4;3)
11) Résolution graphique dans R l'inéquation : x* +4x>0
x*+4x 20 x +4x +320+3 <1 (x) =3
La courbe (C, ) estau-dessusde (D) si x € |-o0;—4]U[0;4+o0
Donc § = |-o0;—4] [ 0;+0]

lw
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2) Etude d’une fonction polynéme : x —>ax’ +bx’ +ex +d
Exemple2 : Soit f |a fonction définie sur R par : j‘"(x):x3 —3x+3
1)Déterminer D,

2) Calculer : lim f (x) et lim f (x)

X =+

3) Calculer: VxelR ; f'(x)

4) Etudier le signe de f'(x ) Vx €D,
5) En déduire les variations de f sur D, et donner le tableau de variations de f sur D,

6) Tracer la courbe Cf

Solution:1)Ona: D, =R= ]—oo;+oo[ car f est une fonction polynéme
2) lim f(x)=lim x’ —3x+3= lim x’ =+

lim f(x)=lim x’ —3x+3= lim x’ = -

3) Vx €R f/(x)=(¥ -3x+3) =3¢ -3=3(x* 1) =3(x—1)(x+1)
4) VxeR f'(x)=3(x -1)(x +1)

Le signe de f'(x) est celuide (x—1)(x+1)

(x —1)(x +1)=0x—1=00u x +1=0c>x =1ou @51

Le tableau de signe est le suivant :
f'(x)=3x"-3 a=3>0

T -0 -1 1 +00

f(z)=3x2-3 + 0 N 0 -

5) Donc : f est une fonction strictement croissante dans |—o0;-1] et sur [1;+o9

Et f est une fonction strictement décroissante dans [—1_; 1]

6) Le tableau de variation de f est:

T |- -1 1 +00
Fa + § = § « .
5 Foo
@) T~
6)
y=m
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ax +b

lEtude d’une fonction homographique : x — —y

L 2%H
x +1

Exemple : Soit f la fonction définie par : f (x )
1)Déterminer D,

2) Calculer: lim f'(x) et limf(x) et xliﬂ_lff(x) et lim f (x)

x— =17
3) Donner une interprétation géométrique de ces limites
4) Calculer: Vx €D, ; f'(x) et Etudier le signe de f'(x) Vx €D,

5) En déduire les variations de f sur D, et donner le tableau de variations de f sur D,
6) Tracer la courbe Cf

Solution:1) D, ={x eR/x +1#0}
x+1=0cx =-1
D, =R—{-1} =] U}t ve]
2x+1 . 2x

2) lim f (x )= lim L limz—x:2 et imf (x )= lim =lim —=2

xo+o x 4] X+ y X ——o A | R

2x +1

a) im_f (x)= lim

x— -1" x— -1 x +1

Ona: lim 2x+1=2(-1)+1=—2+1=-1 etglim Ri[Z=]l {10

¥ — 1" 1= -1*

T |—o0 =1 +0
z+l| - (;l =
Im x+1=0" et Ilm 2x +1=-1

¥— -1" ¥— —1*

Donc : 1.1_i,rfll+f (x)=-

) ) 2x +1
b) lim x )= lim
)x—)—l_f( ) X 17y —|—1
lim x+1=0" et lm 2x +1=-1

x> 1 x> I
Donc : ‘_l_if{ll_f (x) =+

S)Interp;rétation géométrique des résultats :

a)Ona: Xl_;m_lvf(x) =—0 et Xl_;m_ll_f(x) =400

La droite (A1): x =—1 est une asymptote vertical a la courbe Cr
a)Ona: imf (x)=2et limf (x)=2

La droite (A2): v =2 est une asymptote horizontal a la courbe Cy

4) Calculer : Vx € |-o0;—1[U]-1 4] ;fr(x):(ir:ll]

A

! [ '
U B uv—-uv
e

On utilise la formule : (1—
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2x +1J': (2x +1) (x +1)=(2x +1)(x +1) _ 2(x +1)—1x(2x +1)

7=

x +1 (x +1)° (x +1)°
2x +2—-2x -1 1
' X — — 0
/ ( ) (x —I—l)2 (x +1)2>-

5) Donc : f est une fonction strictement croissante dans |-oo; -1 et sur |-1;+o0]

Le tableau de variation de [ est:

z |-0 -1 4o
fl(z) + +

o +00 2
flz) 3 e e P

6) Tracer la courbe Cf

eql

L ]
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Exercice : Soient f et g les deux fonctions définies sur R par :

f(x)=x*—2x—-1 et g(x)=2x—4

Les courbes représentatives (Cf ) et (Cg) sont données dans le repére ci-dessous :
Voire figure)

1. Résoudre graphiquement et algébriquement I'équation f (x ) =g (x )

2. Résoudre graphiquement et algébriquement I'inéquation f (x )>— g (x )

3. Trouver les points d'intersection de la courbe (C, )avec les axes du repére

e 3

-

Solutions : 1) a) Résolution graphique de I'équation f (x )=g (x )

Il suffit de chercher les abscisses des points d’intersection des courbes (Cf) et (Cg)
Onadonc x=1 et x=3 donc §={1;3}

b) Résolution algébrique de I'équation f (x )=g (x )

f(x)=g(x) Signifie: x’—2x—1=2x-4 clest-a-dire : x’—4x+3=0

a=1 etb=—4 et ¢c=+43

A=b*—4ac=(—4) —4x1x3=16-12=4>0

—b+JA =
> et x, =

Donc :x, =

2

2a
:—(4)+ﬁ:4+2:§:3 Et . _—(4)-V4_a-2_

C’est-a-dire Y . 2 = % e 3
> >

Donc S ={1;3}
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2) a) Résolution graphique de l'inéquation f (x )= g(x) :
La courbe (C, ) est au-dessus de (Cg)

si x e [0 U3;+00]

Donc § = |-o0;1[ U ]3;400]

b) Résolution algébrique de I'inéquationf (x)>g(x) :
f(x)=g(x) Signifie x* —2x—1>2x—4

C'est-a-dire : x°—4x+3>0

Lesracinessont: x, =3 et x, =1

x —00 1 3 +00
l—3—2 + (:) - [:] +
Donc S = |-o0;1] U |3;+0]

3)a) Intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses.

Les points d'intersection C et D de la courbe (Cf ) avec l'axe des abscisses ont leurs ordonnées
nulles, et leurs abscisses sont les solutions de I"équationf (x )=0.
f (x)=0 Signifie x*-2x-1=0

A252—4002(—2)2—4><1><(—1):4+4:8:(2\/2_]2 >0

. ~(-2)+2V2 _ 2+§J§ 0B - —(=2)-242 _ 2—;& -3

1 2
2x1 2x1
Donc les points d'intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des abscisses sont :

C(l—ﬁ;o) et D(1+J5;0)

b) Intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des ordonnées

Le point d'intersection de la courbe (Cf ) avec I'axe des ordonnées a une abscisse nulle
Etona f(0)=0"—-2x0-1=-1

Donc le point d'intersection de la courbe (C, ) avec I'axe des ordonnées est : £(0;-1)

« C’est en forgeant que I'on devient forgeron » Dit un proverbe.
C’est en s’entrainant regulierement aux calculs et exercices

Que l'on devient un mathématicien

100
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