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Exercice  ( 20 points)  

Partie I. ( 3 Points) 
Soit 𝐠  la fonction définie sur [𝟎; +∞[par  𝐠(𝒙) = 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) − 𝒙  

1) Montrer que ∀𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[; 𝒈′(𝒙) =
−𝒙 

𝒙+𝟏
  

2) Etudier la variation de 𝒈 sur [𝟎; +∞[ 

3) Calculer 𝒈(𝟎) Et Montrer que : ∀𝒙 ∈ [𝟎; +∞[; 𝒈(𝒙) ≤ 𝟎  

4) Montrer que : ∀𝒙 ∈ ]𝟎; +∞[; 𝟎 < 𝐥𝐧(𝒙 + 𝟏) < 𝒙 

Partie II. (9.5 Points) 

Soit 𝒇 la fonction Définie  par 𝒇(𝒙) = 𝒙 + 𝐥𝐧 (
𝒙+𝟏

𝒙−𝟏
)   et 𝑪𝒇 sa courbe  

1) Déterminer 𝑫𝒇 Domaine de Définition de 𝒇 et Montrer qeu 𝒇 est impaire 

2) Calculer 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟏+

𝒇(𝒙)𝒆𝒕 𝒍𝒊𝒎
𝒙→−𝟏−

𝒇(𝒙) et interpréter géométriquement le résultat 

3) Etudier les Branche Infinie de 𝒇 en +∞ et en −∞ 

4) Etudie la position Relative de la Droite (𝑫): 𝒚 = 𝒙 et la courbe 𝑪𝒇 

5) Etudier la dérivabilité de 𝒇 en 𝑫𝒇et montrer que ∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇; 𝒇′(𝒙) =
𝒙²−𝟑

𝒙²−𝟏
 

6) Etudier La variation de 𝒇 sur 𝑫𝒇  

7) Montrer que ∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇; 𝒇′′(𝒙) =
𝟒𝒙

(𝒙𝟐−𝟏)𝟐
  et étudie la convexité de 𝑪𝒇 

8) Construire La droite (𝑫) et la courbe 𝑪𝒇  

Partie III. (3.5 Points) 
Soit 𝒉 La restiction de 𝒇 sur ]𝟐; +∞[ 

1) Montrer que 𝒉 admet une Fonction réciproque 𝒉−𝟏 Définie sur Domaine 𝑱 à Déterminer 

2) Montrer que l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟒 Admet une unique solution 𝜶 sur 𝑫𝒇  

3) Montrer que  𝒇−𝟏 Dérivable en 𝜶 et Déterminer (𝒇−𝟏 )′( 𝜶)  

4) Construire Tableau de variation de 𝒇−𝟏 et construire  𝑪𝒇−𝟏 sur la même repère 

Partie IV. (4 Points) 
Soit (𝒖𝒏)𝒏≥𝟐 la suite définie par ∀𝒏 ≥ 𝟐; 𝒖𝒏 = 𝒇(𝒏) − 𝒏  

1) Vérifier que ∀𝒏 ≥ 𝟐; 𝒖𝒏 = 𝐥𝐧 (𝟏 +
𝟐

𝒏−𝟏
) 

2) Montrer que (𝒖𝒏)𝒏≥𝟐 est Strictement décroissant  

3) Montrer que ∀𝒏 ≥ 𝟐; 𝟎 < 𝒖𝒏 <
𝟐

𝒏−𝟏
 (Peut utiliser la question 2 partie I ) 

4)  calculer 𝐥𝐢𝐦   
𝐧→+∞

𝒖𝒏  
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