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Chapitre 1 : Continuité d’une fonction numeérique
Activités, applications et exercices

Activité 1 (Continuité en un point):
Partie | :
On considére la fonction suivante :

h(x):x+3 o x<-1
h(x):4 C—1<x<2 .
h(x):3x—2 x> 2

1)- Tracer la courbe représentative de la fonction h.
2)- Peut-on tracer la courbe représentative de la fonction h sans lever le crayon ? Sinon, indiquer I’abscisse
du point (ou les abscisses des points) de discontinuite.

Partie 11 :
On considere les fonctions suivantes :
2x% —x—1 2x% —x -1
f(x)= ; X#1 g(x) = ;o X#1
f(1)=3 g(l)=2

1)- Calculer |in‘1| f(x) et Iin} g(x).

2)- Laquelle des deux fonctions posséde une discontinuité ? Justifier votre réponse.
3)- Que peut-on conclure ?

Application 1 :
On considére les fonctions suivantes :

2 _10x+2 _Nl+x-1 sin(3x

X“ —5x ’ 1 et X
f(5) =2 9(0)=3 h(0)=2

1)- Etudier la continuité de f en 5.
2)- Montrer que g est continue en zéro.
3)- La fonction h est-elle continue en zéro ? Justifier votre réponse.

Exercice 1 :
Soit h la fonction numérique définie par :

X —X+6
2 k)

h(x) = X #—2

, oU a est un nombre réel.

h(-2)=3a-1
Déterminer la valeur de a pour que h soit continue en 2.

Activité 2 (Continuité a droite et continuité a gauche):
On considére la fonction suivante :

f(x)=x+3 ; xe]-oo,—[
f(x)=4 o oxe[-12]
f(x)=3x-2 ; xe[2,+0[
1)- Calculer f(-1) et f(2).
2)- a)- Déterminer la limite de f a droite et a gauche en —1.

b)- Que peut-on remarquer ?
3)- a)- Déterminer la limite de f a droite et a gauche en 2.
b)- Que peut-on remarquer ?




Application 2 :
On consideére les fonctions suivantes :

2
x° + 2X X—2
f(0=""7 1 x>0 (x) —
f(0)=0 9(2)=1
1)- Etudier la continuité de f a droite en 0.
2)- Etudier la continuité de g & gauche en 2.
Exercice 2 :
On considére les fonctions suivantes :
h(x)=x*-x :x<-1
(x) X' —x x< 2% ||
1- %2 k(x)= ;x#0
h(x): L cx>-1 et | X|
X+
h1)=2 k(0)=3

1)- Etudier la continuité de h en—1.

2)- Etudier la continuité de k en 0.

Activité 3 (Continuité sur un intervalle) :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert | .

On dit que f estcontinue sur I si elle est continue en tout pointde | .
1)- Fonctions usuelles continues

Fonction Exemple (acompléter ou a construire)

Toute fonction polyndme est continue sur R.

Toute fonction rationnelle est continue sur chaque intervalle
contenu dans son domaine de définition.

Les fonctions X > sin X et X — cos X sont continues sur R.

La fonction x | x| est continue sur R .

La fonction X — /X est continue sur [0, +oo[ .

La fonction X+ tan x est continue sur chaque intervalle

contenudans D, =R - {%+ kzlkez }

I1)- Opérations sur les fonctions continues
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle | , n un entier naturel non nul et « un réel.

Propriéte Exemple (a compléter ou a construire)

Les fonctions f +g, f—g, af, fget f" sont
continues sur | .

: f .
Si Vxel, g(x)#0, alors — est continue sur | .
g

Si Vxel, f(x)>0, alors ﬁ est continue sur 1 .

Application 3 :
Etudier la continuité de f sur l’intervalle | dans les cas suivants :

7 —2x-1 1 e X _
O =75 | =[1,+oof @ 100=-7 1 =[0,9]
@) f(¥)=x-sinx+5 =R G) f()=Ve+x-2 | =]-0,~2]
(3) f(x)=(8x*-2x-5)|x] =R (6) f(x)=+1-sinx =R




Exercice 3 :
On considére la fonction suivante :

Etudier la continuité de f sur R.

Continuité de la fonction partie entiére : Si x un réel compris entre deux entiers relatifs consécutifs n et

f(x)=

f(x)=

COS X

2—X
7x+1
X+4

n + 1, on dit que la partie entiere de x est égale a n, et on note E(x) = n.

Exemples :

E(3,5) = ,E(2)=,E(V3)= ,E(-1,5)= ,E(-3)=
Ci-dessous la représentation graphique de la fonction partie entiere x — E(X) :

4__

—

—

—

La fonction partie entiére est continue sur chaque intervalle du type [n,n+1[, ou n est un entier relatif, mais

n’est pas continue en chaque entier relatif.
Activité 4 (Théoreme des valeurs intermédiaires) :

i S

Soit f une fonction numérique définie sur I’intervalle [1,6] telle que : (1) =5 et f(6)=2.

1)- On considére les cas suivants :

»

6 1 (Cy)
5.
4:_
3
3 3
petf
2.

2¢Me a3
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Dans chacun des cas précédents, déterminer le nombre de solutions de I’équation f(x) = 3 sur I’intervalle
[1,6], puis donner toutes les conditions suffisantes qui assurent I’existence de solutions.

2)- Sous quelles conditions sur le réel k et la fonction f, I’équation f(x) = k admet au moins une solution
sur I’intervalle [1,6] ? et sous quelle condition supplémentaire cette solution est unique ?

3)- On peut reformuler le résultat de la question précédente, sous forme d’un théoréme, comme suit :

Soient f une fonction définie sur un intervalle I, et a et b deux éléments cet intervalle tels que a<b.
Si f est continue sur | et k un réel compris entre f(a) et f(b), alors il existe au moins un réel ¢ compris entre
a et b tel que f(c)= k (ou encore, I'équation f(x)= k admet au moins une solution ¢ comprise entre a et b).

a)- Interpréter graphiquement la conclusion de ce théoreme.

b)- Donner une condition supplémentaire pour que la solution soit unique.

¢)- Enoncer une conséquence du théoréme précédent pour lorsque k = 0.
Application 04 :

Soit g une fonction numérique continue sur I’intervalle [-8,6] dont le tableau de variations suivant :

X -8 -1 0 6

4 7

0 -2

1)- Dénombrer les solutions (c’est-a-dire, déterminer le nombre de solutions) de I’équation g(x) = 3.
2)- Montrer que 1’équation g(x)=0 admet une seule solution sur I’intervalle ]1,6[ .

Application 4 :
On considere la fonction numérique f définie par: f(x)= X* —COSX.

Montrer que I’équation f (x)=0 admet au moins une solution sur I'intervalle ]0, [ .
Exercice 4 :
1)- Montrer que I’équation x°+2x—7 =0 admet une unique solution & sur I’intervalle ]1,2[ .

2)- Déterminer un encadrement de « d’amplitude 0,25.
Activité 5 (Image d’un intervalle par une fonctions continue):
1)- On considere le tableau de variations de la fonction g donné dans I’ Application 04

Déterminer g([-8,-5]), g([-5.1), g([-5.6])et g([-8,6]).
2)- Dans chacun des cas suivants, déterminer graphiquement I’image de I’intervalle | par la fonction f.
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Application 5 :
On consideére la fonction numérique f définie par: f(x)=2x>-3x*+1.

1)- Dresser le tableau de variations de f .

2)- Déterminer f([2,4]), f([0,1]), f([L+oc)et f([-2.1]).

Activité 6 (Continuité de la composée de deux fonctions continues):

On considere la fonction numérique h définie sur R par: h(x) =2cos® x—3cos® x+1.

1)-Déterminer deux fonctions f et g telles que h= fog
2)- Etudier la continuité de h sur [1,+oo[.

Application 6 :
On considere les fonctions f et g définies sur R par: f(x)

_ 350X oy g(x)=sin(x* +3x-7) .
COSX+2
Etudier la continuité de f etgsur R.

Exercice 6 :

» - (1
- ) ) f(x)=x"sin| = | ; x=0
On considére la fonction suivante : X
f(0)=0
1)- Montrer que f est continue en zéro.
2)- Etudier la continuité de f sur R.

Activité 7 (Fonctions réciproques):

On considére la fonction numérique f définie sur | :[§,+oo[ par: f(x)=+2x-3.

1)- Déterminer f (1)
2)- Montrer que pour tout réel y de f(I) , I’équation f(x) = y admet une unique solution dans | que I’on

déterminera.
Application 7 :

Soit f la fonction numérique définie par: f(X) = §x3 +x*+4x-5.

Montrer que f admet une fonction réciproque f - définie sur un intervalle J a déterminer.




Exercice 7 :

Soit f la fonction numérique définie par:  f (x)=x>+ 24x -4 .

Montrer que I’équation f (x)=0 admet une solution unique ¢ sur [0,+oo[, etque: 1<a <2

Activité 8 (Racines N-iémes):

On considere la fonction numérique f définie sur [0,+oo[ par: f(x)=x", ol n est un entier supérieur ou
égal a 2.

1)-Déterminer les variations de f sur [0, +oo[

2)- Montrer que f admet une fonction réciproque f - définie sur un intervalle J a déterminer.

Application 8 :
1)- Résoudre, dans R, les équations suivantes :

(E): x'-5=0 (E,): 3x*-1=6 (E): x*+5=1
(E): 7x?-1=-3 (E): x-15=-13 (E,): 3/2x-1-4=0
¥x-2 ¥x

2)- Calculer lim et lim .
x->8 X—8 x—>+0] — X

3)- Comparer J3 et 37, puis J2 et ¥5.

Exercice 8 :

. . . e _ /3x—-1-2
1)- Soit f la fonction numérique définie par:  f (x) =3
X_

Déterminer D, et calculer Iirr31 f(x).
X—>

2)- Résoudre, dans R, I’équation : (x4 X +1)3 -5=0.

3)- Résoudre, dans R, ’inéquation : 2¥/x —3x—-3>0.

286 etB_%/ZxE/@x%
B xa Vx4

4)- Simplifier les nombres A=




Résumé de cours

O Continuité en un point

Définition :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert | et ael.
Onditque f estcontinueen a si limf(x)= f(a).
X—a

@ Continuité a droite\ a gauche en un point

Définition :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme Ja—«,a] avec a >0.
Onditque f estcontinue a gaucheen a si lim f(x)=f(a).
X—a

Définition :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle de la forme [a,a+a[avec a>0.
Onditque f estcontinueadroiteen a si lim f(x)=f(a).
X—a

Propriété :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert | et ael.
Alors f estcontinue en a sietseulementsi lim f(x)=Ilim f(x)=f(a).
X—a X—a

® Continuité sur un intervalle

Définition :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert | .
Onditque f estcontinue sur | si elle est continue en tout pointde | .

Propriétés :

Fonctions usuelles continues
e Toute fonction polyndme est continue sur R..
e Toute fonction rationnelle est continue sur chaque intervalle contenu dans son domaine de
définition.
e Les fonctions X sinx, x> cosx et x| x| sont continues sur R..

e Lafonction x /X est continue sur [0, +oo] .
e Lafonction X tanx est continue sur chaque intervalle contenu dans

Dtaan—{%+k7r/keZ}.

Opérations sur les fonctions continues
Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle 1 et « unréel. Ona:

e Lesfonctions f+g, f—g, af et fg sont continues sur | .

. f :
e SiVxel, g(x)#0,alors — est continue sur | .
g

o SiVvxel, f(x)>0,alors \/[f estcontinuesur I .

(4] Théoréeme des valeurs intermédiaires

Proposition (...au moins...) :

Si f est une fonction continue sur [a,b] telle que : f (a).f (b)<0, alors I’équation f (x)=0 admet au
moins une solution dans I’intervalle ]a, bl .




Proposition (...unique...) :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a,b] telle que : f (a).f (b)<0, alors
I’équation f (X)=0 admet une unigue solution dans I’intervalle ]a,b[ .

(5] Image d’un intervalle par une fonction continue

Proposition (Image d’un segment) :

Soit f une fonction continue sur [a,b].
Ona: f([a,b])=[m M], ot m et M sont respectivement la valeur minimale et la valeur maximale de
f sur [a,b].

Proposition :

Soit f une fonction continue sur un intervalle 1 , et a etb sont deux éléments de | tels que a<b.

f eststrictement croissante sur | f est strictement décroissante sur |
f ([a,b])=[ (@),  (b)] f ([a,b])=[  (b). f (a)]

f (Ja,b]) = }nrgf(x),f(b)} f (Ja,b]) = [f(b) im f(x)[

f ([a,b[)z[f(a),XILrE f(x)[ f([a,b[):]nm £(), f(a)}

f (Ja.b[) = }ILrBf(x),XILTf(x)[ f (Ja,b[) = }lmf(x) lim f(x)[

f ([a,+oo[) = [f(a),JLrpwf(x)[ f ([, +2e[) = |Jim £ (x) f(a)}

f (Ja+=el) = [lim £, im 100 | 1 (Ja+el) = |Jim £, lim £ (0]

f(1- w,b)z}Jmef(x),f(b)} f (]-o0,b]) = f(b),Jmef(x)[

£ (]—o0,b[) = }Xlirﬂof(x),leTf(x)[ £ (]—o0,b[) = }nmf(x) I|mf(x)[

f(R)= }Ilmf(x) I|mf(x)[ f(R) }Ilmf(x) I|mf(x)[

O Continuité de la composée de deux fonctions continues

Propriété :

Soient f et g deux fonctions numériques.
Si f estcontinue surunintervalle |1 et g estcontinue sur f(I), alors gof est continue sur I .

@ Fonctions réciproques

Théoréme :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle 1 .
Si f estcontinue et strictement monotone sur |, alors la fonction f admet une fonction réciproque ,

notée f -, définiesur J = f (1) avaleursdans | telleque: (vxeJ)(vyel), f(x)=y < f(y)=x.

Propriétés :

Soit f une continue et strictement monotone sur un intervalle 1 . Onpose: J=f(l).
e Lafonction f* estcontinue sur J.




(c’est-a-dire : la droite d’équation Yy = X).

e Lafonction f* eststrictement monotone sur J etale méme sens de variation que f .
o Wxel, fH(f(x))=x et Vxel, f(f‘l(x)):x .

e Dans un repere orthonorme, (@f) et (@f,l) sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice

Théoréme :

Si f estune fonction continue et strictement monotone sur un intervalle | et k € f (1), alors 1’équation
f (X) =k admet une unigue solution dans I’intervalle | .

@ Racines n-iemes

Définition :

ieme et notée 4 .
Notons que : VX e[0,+o0], Yx=x et Yx=+x.

Soit n un entier naturel non nul.
La fonction x+— x" admet une fonction réciproque de [0,+o[ dans [0,+o[, appelée fonction racine n-

Propriétés :

Soit n un entier naturel non nul.

V(X y) 0,4}, Yx=y < x=y"

V(% y) e[0,+of?, Ux=1fy & x=y

VX [0, +oo], Q/x_”:(Q/;)n =X

Y(x,y) e[0,+f?, x<y & Yx <1y

X—>+00

lim /x = 400

La fonction x — {/x est continue sur [0, +oo[

lim f(x) =+00 = lim{/f(x) =+

limf(x) =120 = Liigp/f(x)ﬂﬁ

Résolution de I’équation : X" = a, ou a est un réel.

n est pair n est impair
a0 | s={-Yata}l | &={a]
a<0 S=0 s ={-V-a}

Propriétés :

Soient (x, y) €[0,+oc[* et (m,n) e(N" )2.

() -5

Q/;
W

:QF avec y =0
y

Définition (Puissance rationnelle d’un réel strictement positif):

m

Autrement dit: X" =x" = Yx" .

- ’ - -, . - m *
Soient x un réel strictement positif et r un nombre rationnel tel que r i avec (m,n)e ZzxN- .

Le nombre x", appelé puissance rationnelle de base x et d’exposant r, est le réel positif {/x" .

Propriétés :

Soient (a,b) €]0, +oo[? et (r,r’) e Q° .

a'xa" =a

(ar )r' _ a.rr'

o a"xb" = (ab)"

10



Série d’exercices

Exercice 1 :
On considére les fonctions suivantes :

? —~ Jx+2-4
f(x):M;x;ﬂ_ g(x)=L;X¢2
x-1 X—2
3 5
@ 2 9(2) >
x*+5x—6 _
h(x)=(x-2) Box x<l k(x):(—x_2 Jcosx ;X € ]-0,0[
h(x):ﬁ_\/FXZ X1 k(x)=8x2—\/;+3 ;xe[01]
X—4a/X
hl) = —y2 k(x):\/x+8+75in(%xj X € |1, +o0]
k(1) =10
1)- Etudier la continuité de f en 1. 3)- Etudier la continuité de h en 1.
2)- Etudier la continuité de g en 2. 4)- Etudier la continuité de k sur R.

Exercice 2 :

Soit U la fonction numérique définie par :
u(x)=vx-1+b ; x>2

2
u(x):x—X+a ; X<2
X—2

Déterminer a et b pour que U soit continue en 2.

Exercice 3 :

Soit f lafonction numérique définie par:  f(x) = (x—l)\&.

1)- Déterminer D, et calculer lim f(x).

X—>+00

, oU a et b sont deux réels.

2)- Etudier la continuité de f sur [0,+o[.

3)- a)- Montrer que : Vxe D,—{0}, f'(x) = 3X__1

23/x

b)- Dresser le tableau de variations de f .
4)- Déterminer f([2,4]), f([0,31), f([L+e[) et f([0,1).

Exercice 4 :
On considere la fonction numérique g définie par: g(x)= 2x° —5x* -3.
1)- Etudier les variations de g .

2)- Montrer que I’équation g(x)=0 admet une solution unique « sur 'intervalle }23{

3)- Veérifier que: a:‘/ 3 .
200 -5

Exercice 5 :
Soit f lafonction numérique sur R par: f(x)=x>+3x"+2.

1)- Déterminer les limites Iirp f(x) et lim f(x).

2)- Etudier les variations de f .
3)- a)- Montrer que 1’équation f (x) =0 admet une seule solution & comprise entre —4 et —3.

b)- Déterminer un encadrement de « d’amplitude 0,25.
4)- Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

11




Exercice 6 :

Soit f la fonction numérique définie par : f (x)=x+2vx-3-2.
1)- Déterminer D, et calculer lim f(x).

2)- Etudier la continuité de f sur D, .

3)- a)- Vérifier que : Vxe D, f(x)= (\/EH)Z :

b)- En déduire la monotonie de f .
4)- Montrer que f admet une fonction réciproque f * définie sur un intervalle J a déterminer.
5)- Exprimer f *(x) en fonction de x, pour tout x € J
6)- Dresser le tableau de variations de f .

Exercice 7 :

Soit f la fonction numérique définie par :

f(x)=+x-1+3 ; x>1

2 —_
f(x):x +X-2 ;
x—-1

x<1

1)- Déterminer D, , puis calculer les limites lim f(x) et lim f(x).

2)- Etudier la continuité de f sur D, .

3)- Soit g larestriction de f surun I’intervalle | =[1,+o0 .
a)- Montrer que g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J a déterminer.
b)- Exprimer g*(x) en fonction de x, pour tout x e J .

Exercice 8 :

1)- Résoudre dans R les équations suivantes :

On considére les fonctions f et g définies comme suit: f(x)=x> +3x

Exercice 10 :

Soit f la fonction numérique définie par : f (x)=(x+1)vx+1-1.
1)- Déterminer D, et calculer lim f(x).

X—>+0

2)- Etudier la continuité de f sur D, .

3)- Montrer que f est strictement croissante sur D; .

xx-3=0 | ¥Ix-2x=0 Yxtrax—2=0 x°-x*-6=0 | Yx+¥x-2=0
2)- Comparer Y3 et2.
3)- Simplifier les nombres suivants :
A_§/§x$/\/ﬁx€/§ ) B_\slllzx(‘/ﬁx\5/114 ) C_%/Zx(‘/axé/i
& (ar) X2
4)- Calculer les limites suivantes :
. 33x-5-1 ; X . 3[3 . 3/;—\/;
lim—— = lim —— lim 3/x® +1—x lim Y2 -V~
o2 X—2 o YxE e x—1 | o o1 §fx -1
3
lim x—/x —¥x im2- 5% | xedx-2 | X2
Exercice 9 :

et g(x)=31-x.

Montrer que (@f) et (@g) se coupent en un point d’abscisse comprise entre 0 et 1.

4)- Montrer que f admet une fonction réciproque f* définie sur un intervalle J a déterminer.
5)- Exprimer f*(x) en fonction de x, pour tout x € J

12



6)- Dresser le tableau de variations de f .

Exercice 11 :
Soit f la fonction numérique définie par :  f (x)=3/x*+2x .

1)- Déterminer D, et calculer lim f(x).

X—>+0

2)- Etudier la continuité de f sur [0,+o[.
3)- Montrer que f est strictement croissante sur [0,+oc[, puis déterminer f([O, 2])
4)- Soit g la restriction de f surun I’intervalle | =[0,2].

a)- Montrer que g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J a déterminer.

b)- Exprimer g*(x) en fonction de x, pour tout X € J
Exercice 12 :
Soit f la fonction numérique définie par:  f (x)=x"+x+1 .

1)- Etudier les variations de f .
2)- a)- Montrer que I’équation f (x)=0 admet une solution unique « sur R.
b)- Vérifierque : -1<a <0

3)- Montrer que : 1+a” _ et a+31-3Y1-Y1+a =0.
(04

4)- Vérifier que: Vxe R, f(x)= (x—oz)(x2 +ax—1j.
04

5)- Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de X.
g(x) = x> D X>a

6)- Soit g la fonction numérique définie par : 1
g(x)=-1-= ; X<a
X

Etudier la continuité de g en o .
Exercice 13 :
1)- Ranger dans 1’ordre croissant les nombres suivants : a= \/g b= f’ﬁ ;. C= (‘/ﬁ .

2)- Soit f la fonction numérique définie par : ()= xsin (WJ %70 .
f(0)=0
Montrer que f est continue en zéro.
3)- Soit g une fonction continue sur [0,1] telle que : g(1) =+2.

Montrer que : 3c €]0,1], a%g(c) =1.

13



Chapitre 2 : Dérivabilité d’une fonction numérique
Activités, applications et exercices

Activité de rappel 1:

1)- Compléter les tableaux suivants :

Limite et image

Interprétation analytique (Dérivabilite)

Interprétation graphique

limI X =12 _¢
X—2
f(2)=3

X—2

i F00—1(0) _

x—0 X

f(0)=-1

+00

|imw=o
X+3
f(-3)=4

X—>-3

lim 1= _ 4

x—7" X—7
f(7)=0

IimM:—oo

X—3
f(3)=-8

x—3"

IimM:Z

x—0* X

f(0)=0

Limite et image

Equation de la (demi-)tangente

IimM:S
X—2

X—2

f(2)=3

i 10-T(0) _

x—0 X

+00 |

f(0)= -1

lim L0198 _

X—>-3

X+3

f(-3)=4

i L0O= 1)y

X—>7* X

f(7)=0

im T X=TO _,

x—0" X

f(0)=0

2)- On considere le tableau de variations suivant :

X -3 -1 0 2 +00
@) -0+ - 0 -
+00 | 7 \
2
f \ 4 / - -

a)- Donner le domaine de définition de f.
b)- Donner le point (ou les points) ou f n’est pas dérivable.
c)- Déterminer les équations des tangentes horizontales a la courbe représentative
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Activité de rappel 2 :
Sachant que les conditions suffisantes de la dérivabilité sont vérifiees, compléter le tableau suivant :

Régle Fonction f La fonction dérivée f’

(u+v)'= f(x)=2x¢—sin(x)+3x—2 | f'(x)=
(uv)'= f(x) =(1+x—-x*)cos(x) f(x) =

E '_ _ 2X+3 oy

V B f(X)_xe’—4x+7 Fo=
(Un = , heN f(x):(x—tanx)3 f(x)=

1Y .

a = f(x)=8x_3 f'(x)=
(\/U) - F(X) =X —6x+7 fi(x) =

Application 1 :
Etudier la dérivabilité de f en a, puis donner I’interprétation graphique dans chacun des cas suivants :

1) f(x)=x*-2x+3 a=1 (3)  f(X)=xy/x+2 adroiteen a=-2
(2) f(x)=x-sinx a=0 4) f(x)zﬂ1 adroiteen a=0
X+

(5) fX)=3J7-x a=-1
Application 2 :

- _ _ f(X):l—cosx %<0
On considére les fonctions suivantes : X et g(x)=x|x—4.

f(x) =xv/x ;x>0

1)- Etudier la continuité de f en 0.

2)- Etudier la dérivabilité de f enO.

3)- Etudier la dérivabilité¢ de g en 4

Activité 3 :

On considére la fonction numérique h définie sur R par: h(x) =2cos® x—3cos® x+1.
Dans I’activité 6 du chapitre précédent, on a déterminé deux fonctions f et g telles que : h =f o g. Ces deux
fonctions sont définies par : f(x) =2x>—3x*+1 et g(x)=cos(X).

1)- Exprimer 4’(x) et f'og'(x), en fonction de x. Que peut-on déduire ?

2)- Exprimer f '0g(x) en fonction de x.

3)- Que peut-on déduire ?

Application 3 :

On considére la fonction suivante : f(x) = cos(2x3 —3x° +1).

Etudier la dérivabilité de f sur R, puis déterminer ’expression de la fonction dérivée de f.
Activité 4:

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur R telle que: f(2)=5.

1)- Par deux manieres différentes, déterminer ( fof ‘1)'(x)

2)- Sous quelles conditions sur la fonction f, la fonction ™ est dérivable en 5.
3)- Sachant que : f'(2) =—-3, montrer que f* est dérivable en 5 et déterminer son nombre dérivé.
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Série d’exercices

Exercice 1 (Fonction polynomiale)
Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x)=2x>+9x*>-5.
1)- Montrer que : Vxe R, f'(x)=6x(x+3), puis dresser le tableau de variations de f .
2)- Déterminer 1’équation de la tangente a la courbe (<€) représentant la fonction f au point d’abscisse
1.
3)- Soit g larestriction de f sur I’intervalle[0, +oof .

a)- Montrer que g admet une fonction réciproque g vers [0,+oo[ définie sur un intervalle J a

déterminer.
b)- Vérifier que : g (6) =1.

c)- Montrer que g est dérivable en 6, puis déterminer (g’l)' (6).
Exercice 2 (Fonction rationnelle)

X3

2X+1

Soit f la fonction numérique définie par : f(x) =

1)- Déterminer D, et calculer lim f(x).

X—>+00

2)- Etudier la continuité de f sur [0,+o[.
x* (4% +3)
(2x+1)*
4)- Soit g larestriction de f sur I’intervalle[0,+oo[ .

a)- Montrer que g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J a déterminer.

b)- Dresser le tableau de variations de g .
c)- Calculer g(1).

3)- Montrer que : Vxe D,, f'(x)= puis dresser le tableau de variations de f .

d)- Montrer que g est dérivable en % puis déterminer (g‘l)' [éj

Exercice 3 (Fonction irrationnelle)
Soit f lafonction numérique définie par : f(x)= (x—l)\&.
1)- Déterminer D, et calculer lim f(x).

X—>+00

2)- Etudier la dérivabilité de f a droite en 0, puis interpréter le résultat graphiquement.

-1 .
3)- a)- Montrer que : Vxe D,—{0}, f'(x) = 3X— puis dresser le tableau de variations de f .

24/x
23
9

b)- En déduire que : Vx e [0, +oof, (x —1)v/x >

4)- Soit g larestrictionde f sur I’intervalle[L, +oof .
a)- Montrer que g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J a déterminer.
b)- Dresser le tableau de variations de g .
c)- Calculer g(4).

-1 _
d)- Déterminer la limite Iimw.
X=6 X—0

Exercice 4
2X
Ixt+1

1)- Déterminer D, , etcalculer lim f(x) et lim f(x).
X—>+00 X—>—0

Soit f la fonction numérique définie par: f(x)=1+

2)- Etudier la dérivabilité de f sur D, .
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, 2
3)- a)- Montrer que : Vxe D,, f'(x)= (x2+1)\/m'
b)- Dresser le tableau de variations de f .
4)- Déterminer I’équation de la tangente (T) a la courbe (€;) représentant la fonction f au point
d’abscisse 0.
5)- a)- Montrer que f admet une fonction réciproque f - définie sur un intervalle J a déterminer.

b)- Dresser le tableau de variations de f .

!

c)- Montrer que f * est dérivable en 1, puis déterminer (f‘l) (1)

— 2 —
f(x):—“1 Xx = ; x 20

f(0)=0

Exercice 5

Soit f lafonction numérique définie sur [-1,1] par :

1)- Etudier la continuité de f en 0.
2)- Montrer que la fonction f est dérivable en 0, puis interpréter le résultat graphiquement.
3)- Déterminer 1’équation de la tangente (T) a la courbe (€,) représentant la fonction f au point
d’abscisse 0.
4)- Etudier la dérivabilité de f adroite en -1, puis interpréter le résultat graphiquement.
5)- Etudier la dérivabilité de f & gauche en 1, puis interpréter le résultat graphiquement.
-1

V1 (Vi +1)

6)- a)- Montrer que : Vx €]-11-{0}, f'(x)=

b)- Dresser le tableau de variations de f .
7)- a)- Montrer que f admet une fonction réciproque f* définie sur un intervalle J a déterminer.
b)- Dresser le tableau de variations de f .
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Chapitre 3 : Etude de fonctions

Activités, applications et exercices
Activité 1 (Rappel) :

2 2
X 2X, g(x)=x—2\/§+3 et h(x):X +5X.

On considére les fonctions suivantes : f(x) = —;
X“+3 X—3

Pour chacune des fonctions précédentes :

1)- Déterminer le domaine de définition,

2)- Calculer les limites aux bornes du domaine de définition,
3)- Déterminer les branches infinies.

Application 1 :
- . . 2X+5
On considere les fonctions suivantes : f(X) = W et g(x)=+x"-3x+2.

Pour chacune des deux fonctions précédentes :

1)- Déterminer le domaine de définition,

2)- Calculer les limites aux bornes du domaine de définition,
3)- Déterminer les branches infinies.

Exercice 1 :

X2

x-1

Veérifier que la droite d’équation y = x+1 est I’asymptote oblique de (€, ) au voisinage de +oo.

Soit f la fonction numérique définie par : f(X) =

Exercice 2 :
f(x)=xJx+1 ; x>-1
Soit f la fonction numérique définie par : 1— x2
)= (X +2)?
1)- Determiner D, , puis calculer les limites de f aux bornes de D;.
2)- Etudier les branches infinies de (€, ).
Activité 2 (Rappel) :

Dox<-1

2 — f—
Soit f lafonction numérique définie par : f(x):xz—xz.
X°—x+1

1)- Déterminer D;.
e 1 .
2)- Montrer que la droite d'équation x = 5 est un axe de symétrie de (€,).

Activité 3 (Rappel) :
Soit f la fonction numérique définie par : f(x)=x>+3x*—4.

Montrer que le point A(-~1,-2) est un centre de symétrie de (€,).

Exercice 3 :
Interpréter graphiquement ce qui suit :
1 lim f(x)=1 2 Iin; f(X) =—0
3 IXILF F(x)=—oo et IXILF F () =+ 4 lim f(x)=—o0 et lim ) =
X> X< X—>+00 X—>+00 X
5 lim (f(x)—2x)=0 5 lim (f (x)—(-x+1))=0
. f(x
7 | lim f(x)=+0 et lim 09 _y g | f(0)=0 et Igg%}
X—>+400 X—=>+o Y x>0
9 f=2 e f'@Q)=0 10 | YxeR, f(=x)+f(x)=0
11 | VxeR, f(4-x)+f(x)=6 12 | vxeR, f(2-x)=f(X)




Résumé de cours

@ Branches infinies

lim f(x)=b

X—>to0

(€, ) admet une asymptote horizontale d’équation y =b au voisinage de +o ou —oo.

lim f (x) =20

(€, ) admet une asymptote verticale d’équation x =a

lim f(x)=+0

X—>F0

lim w ~ 4 (€, ) admet une branche parabolique de direction I’axe des
X2k X ordonnées au voisinage de +o 0U —o.
lim M 0 (€, ) admet une branche parabolique de direction I’axe des
o X abscisses au voisinage de +o« ou —o.
(€, ) admet une asymptote oblique
X'Lrﬂo( f(x)-ax)=b d’équation y=ax+b au voisinage de
Iimm:aeR* 0 O 0.
xoto X (€, ) admet une branche parabolique de
lim f(x)-ax==%0 | direction la droite d’équation y = ax au
voisinage de +o U —0.

Remarque importante : Si lim (f (x)—(ax+b))=0, alors (<€) admet une asymptote oblique

d’équation y=ax+b au voisinage de +w ou —oo.

@ Centre de symétrie

Q(a,b) estuncentre de symétriede (€;) si, et seulement si, {

VxeD;, 2a-xeD;
vxeD,, f(2a—x)=2b— f(x)

O Axe de symétrie

x=a estunaxe de symetriede (€,) si, et seulement si, {

vxeD;, 2a-xeD,
vxeD,;, f(2a-x)=f(x)
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Série d’exercices
Exercice 1
Soit f la fonction numérique définie par:  f(x) = x—1+/x-1.
1)- Vérifier que : D, =[1,+o0[ , puis calculer xlirpw f(x).

2)- Déterminer la branche infinie de (<€) au voisinage de +oo.
3)- Etudier la dérivabilité de f adroite en 1, puis interpréter le résultat graphiquement.

24x-1+1

4)- a)- Montrer que : Vx e D, —{}, f'(X)=——F——

24/x—1

b)- En déduire les variations de f .
5)- Montrer que (€;) coupe la premiére bissectrice du repére en un unique point a déterminer.

6)- Tracer (€,) dans un repére orthonormé.

7)- On admet que f admet une fonction réciproque notée f .
Tracer avec une autre couleur et dans le méme repére précédent (€ ).

Exercice 2
X

Ix-1

1)- Vérifier que : D, =[0,1[U]1,+oo[ , puis calculer les limites de f aux bornes de D, .

Soit f la fonction numérique définie par: f(x)=

2)- Déterminer les deux branches infinies de (€;).
3)- Etudier la dérivabilité de f adroite en 0, puis interpréter le résultat graphiquement.

Jx =2
2
2( V-3
b)- Dresser le tableau de variations de f .
5)- Montrer que (€, ) coupe la premiére bissectrice du repére en deux points différents & déterminer.

4)- a)- Montrer que : VX e D,—{0}, f'(x)=

6)- Tracer (€,) dans un repére orthonormé (on admet que le point d’abscisse 9 est un point
d’inflexion).
7)- On admet que g larestriction de f sur I’intervalle[0,1] admet une fonction réciproque notée g*.
Tracer avec une autre couleur et dans le méme repere precédent (€ _..).
Exercice 3
Soit f la fonction numérique définie sur [1,+oo[ par: f(x)=xy/x—1.
1)- Calculer XI'JEO f(x).
2)- Etudier la continuité de f sur [1,+oo[.
3)- Déterminer la branche infinie de (<€) au voisinage de +oo.
4)- Etudier la dérivabilité de f & droite en 1, puis interpréter le résultat graphiquement.
3X—-2

24/x—1

5)- a)- Montrer que : VX €[l,+oo[, f'(X)=
b)- En déduire les variations de f .
6)- Déterminer f ([1,+oc[).
3x—-4
(x-1)°
b)- En que (€,) admet un point d’inflexion A dont on déterminera ses coordonnées.

7)- a)- Montrer que : VX)L, +oof, f"(x) =

8)- Etudier la position relative de (<€) et la premiére bissectrice du repére.
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9)- Tracer (€¢,) dans un repére orthonormé.

10)- a)- Montrer que f admet une fonction réciproque f -* définie sur un intervalle J a déterminer.

b)- Montrer que f* est dérivable en 2, puis déterminer (f‘l) (2).
11)- Tracer avec une autre couleur et dans le méme repere précedent (€ .,).

Exercice 4
Soit f une fonction deux fois dérivable sur l'intervalle [6 ; 5].

On donne dans le repere ci-dessous, la courbe <€, représentative de la fonction f’, dérivée de f .
A

1)- Dresser le tableau de variations de f sur l'intervalle [-6 ; 5].

2)- Etudier la concavité de f sur I'intervalle [-6 ; 5] et préciser les abscisses des points d'inflexion de la
courbe <€ représentative de la fonction f.

Exercice 5

Partie A :

Soit u la fonction numérique définie sur R par: u(x)=7x*+6x+1.

1)- Déterminer u'(x), pourtout x de R.

2)- Dresser le tableau de variations de u (Les limites ne sont pas demandées).

3)- En déduire que : Vxe[0,+oo[, u(x)>0.

Partie B :

Soit f la fonction numérique définie sur [0, +oo par: f(x)= (x3 +2X +1)\/§—3 .

1)- Montrer que : lim f(X) =+oc0, puis déterminer la branche infinie de f au voisinage de +.

2)- Montrer que f est continue sur [0,+oo[.

3)- Etudier la dérivabilité de f adroite en 0, puis interpréter le résultat graphiquement.
u(x)

4)- a)- Montrer que : Vxe€|0,+xf, f'(x)=—¢=.

»2) q Jo+eel, (0= 2

b)- En utilisant la question A.3), déduire que f est strictement croissante sur [O,+oo[.

5)- Montrer que (€,) coupe I’axe des abscisses en un seul point d’abscisse « , puis vérifier que :
0,8<a<0,9 .
6)- Déterminer 1’équation de la tangente (T) ala courbe (€,) représentant lafonction f au point

d’abscisse 1.
7)- Tracer (T) et (€,) dans un repére orthonormé (on admet que (€,) posséde un point d’inflexion

d’abscisse f=0,1) « unité : 2cm ».
8)- a)- Montrer que f admet une fonction réciproque f définie sur un intervalle J a déterminer.
b)- Tracer dans le méme repere précédent et avec une autre couleur la courbe (€ .,).

Soit g la fonction numérique sur R par: g(x)=x’—x*+3x+1.

1)- Calculer les limites de g en +o et en —o.




2)- Etudier les variations de g sur R.
3)- Montrer que I’équation g(x)=0 admet une seule solution « sur R, etque: -1<a<0.

4)- Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Soit f la fonction numérique définie par : f (x)=x—

x> +1
1)- Déterminer D, , puis calculer les limites de f en +o et en —oo.

2)- Etudier la continuité de f sur D, .
_(x+Dg(0)
(x* +1)°
4)- Etudier les variations de f , puis dresser son tableau de variations.
5)- Veérifier que la premiére bissectrice du repére est I’asymptote oblique de (€;) au voisinage de —oo et

3)- Montrer que : ¥xe D;, f'(x)

de +oo.
6)- Etudier la position relative de (<€) et la premiére bissectrice du repére.

7)- Soit h larestriction de f sur un ’intervalle | =[0,+oo[.

a)- Montrer que h admet une fonction réciproque h* définie sur un intervalle J a déterminer.
b)- Dresser le tableau de variations de h.




Chapitre 4 : Limite d’une suite numeérique

Activités, applications et exercices
Activité 1 (Rappel) :
On consideére la suite numérique (u, ) définie par: uy=7 et u,, =3u, —8 pour tout entier naturel n

1)- Calculer u, et wu, .
2)- Montrer par récurrence que u, >4 pour tout entier naturel n
3)- Vérifier que u,,, —u, = 2(u, —4) pour tout entier naturel n.
4)- Déterminer la monotonie de la suite (u,).
5)- Soit (v, ) la suite numérique telle que : v, =u, —4 pour tout entier naturel n
a)- Calculer v, .
b)- Exprimer v_,, en fonction de v, . Que peut-on deduire ?
c)- Ecrire v, en fonction de n
d)- Montrer que : u, =3""+4 pour tout entier naturel n
Application 1 :
On consideére la suite numérique (u, ) définie par: u, =1 et u,,, = %un +% pour tout entier naturel n

1)- Montrer par récurrence que (un) est majorée par 2
2)- Etudier la monotonie de la suite (un) , puis déduire qu’elle est bornée.
3)- Soit (vn) la suite numérique telle que : v, =u, —2 pour tout entier naturel n

. . . 3
a)- Montrer que (v, ) est une suite géométrique de raison "

b)- Ecrire v, puis u_ en fonction de n
Activité 2 (Rappel) :

On considére la suite numérique (u, ) définie par: u, =5 et u,, =4—3 pour tout n de IN”
u

n

1)- Montrer par récurrence que u, >3 pour tout n de IN"

:(un -1)(3-u,)

u

2)- Vérifier que u,,, —u, pour tout n de IN”

n

3)- En déduire que la suite (u,) est décroissante.

. - ;s = U _3 *
4)- Soit (vn) la suite numérique telle que : v, =—" 1 pour tout n de IN
u, —

a)- Montrer que (v, ) est une suite géométrique, puis trouver le terme général de (v,)
b)- Exprimer u, en fonction de v,
c)- En déduire le terme général de (u, )

Application 2 :

- . - e 1 1
On consideére la suite numérique (u, ) définie par : u, =3 et u = 3+ Uy pour tout n de IN
_un
1)- Montrer par récurrence que O<u, <1 pourtout n de IN
2

- (u,-1)

2)- Vérifier que u,, —u, =30 pour tout n de IN
-u

n

3)- En déduire la monotonie de la suite (u,)
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4)- Soit (vn) la suite numérique telle que : v, :% pour tout n de IN
_un

a)- Montrer que (vn) est une suite arithmétique et déterminer sa raison et son premier terme

b)- Ecrire v, puis u, en fonction de n
Activité 3 :
Compléter ce qui suit :

limn=....... © limn®=....... - limn®=....... ,peIN” ; limvn=..... :
n—-o0 n—+0 n—+0 n—+0

1 .
Iim==.... ;o lim == colim—=........ ,pelN ; Iim—==....
n—>+o N n—>-+ [ N—>-+oo np n—+o /0

Application 3 :
1)- En utilisant les limites précédentes, calculer ce qui suit :

limn2+3n : lim5n®=n?+4 : lim8n—+/n : Iim3—z;
n
_2n+1 . n-7 . . 4n*+5n-9
lim—; :lim ;o lim—
n 3+4n n°—-n+1

_ 3-+sin(n)

n

2)- On considere la suite numérique (u, ) définie par: u pour tout n de IN”

- 2 4 e .
a)- Vérifierque: —<u, <— pourtout n de IN , puis déduire que la suite (un) est convergente.
n n

b)- Déduire la limite de la suite (v, ) définie par: v, =\/4—u, pourtout n de IN”
Activité 4 :
1)- Montrer, par récurrence, que : 2" >n, pourtout n de IN”

2)- En déduire les limites suivantes : lim2" , Iim(%j et Iim(%lj :

Conclusion

q g<-1 -1<q<1 g=1 g>1

limqg"

Application 4 :
Déterminer la limite -si elle existe- dans chacun des cas suivants :

n 3Y 7Y
1)-  u,=3 2)- U, = [ﬂ 3)- U, = 5_2(?j
9 u,=(—2) 5)- U =3"—2x5" 6)- U, =3"+(-2)
Question 1 :
Déterminer la limite de la suite (u, ) définie par: u, = 7: _3: pour tout entier naturel n

Question 2 : Soit (un) une suite numerique telle que : 0<u,-2< (Zj , pour tout entier naturel n

Déterminer la limite de la suite (u, )

Activité 5 (Suite de la forme U..= f(U.) )

Soit (u, ) la suite numérique définie par : u, :g et u_,=./2u, pourtout n de IN

1)- Montrer, par récurrence, que : VnelIN, 1<u <2
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2)- Vérifier que : Vne N, Yny >1. Que peut-on dire de la monotonie de (un) ?
u

n

3)- En déduire que la suite (u,) est convergente.
4)- En utilisant une calculatrice, compléter le tableau suivant :

n

0 1 2 3 4 5 6 7 8

10

u

n

1,5

5)- Que peut-on conjecturer sur la limite de la suite (u, ) ?

6)- On considere la fonction numérique f définie sur [0,+oo[ par: f(x)=+/2x
a)- Quelle est la relation entre la suite (u,) et la fonction f ?
b)- Résoudre, dans [0,+oo[, I’équation : f (x) = x. Que peut-on déduire ?

Application 5 :

On considere la fonction numérique f définie par: f(x)=2x—x*
1)- Dresser le tableau de variations de f
2)- Montrer que f(x) > x, pour tout x de [0,1]

3)- Déterminer f ([0,1])
4)- Soit (u, ) la suite numérique définie par : u, =§ et u,,=u,(2-u,) pourtout n de IN

a)- Montrer, par recurrence, que 0<u, <1 pourtout n de IN
b)- Montrer que la suite (un) est croissante, puis déduire qu’elle est convergente.

c)- Déterminer la limite de la suite (u,)
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Résumé de cours

O Monotonie d’une suite numérique

Soit (un) une suite numérique définie sur une partie | de IN
® On dit que la suite (u,),., est décroissante, si Vnel, u,,, <u, (ouencore: Vnel, u, , —u, <0)

n

® On dit que la suite (u,),., est croissante, si Vnel, u,,, >u, (ouencore: Vnel, u,,—u,>0)

n

@® Suite majorée — Suite minorée — Suite bornée
» Ondit que la suite (u,),., est majorée par un nombre réel M si et seulement si (Vn € I);un <M

» Ondit que la suite (u,),., est minorée par un nombre réel m si et seulement si (Vn € I);un >m.

» Ondit que la suite (u,),., est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.
Remarques
> Si (u,) estune suite croissante, alors elle est minorée par son premier terme.

> Si (u,,) estune suite décroissante, alors elle est majorée par son premier terme.

© Suite arithmétique et Suite géomeétri

Suite arithmétique Suite géometrique
Définition u,=u-+r u,,=0qxu,
Terme général (Vn2p),u,=u +(n-p)r (Vn ) u, =u,xq""
Sy=Uj +U, +..+U, Sp=Up+ Uyt tU,
Somme des termes U +U 1 ( )n—p+l
consécutifs =(n_ p+1)x p T Y _ Up x
2 1-q

O Limite d’une suite

a)- Limites de référence

limn? =+ ,peIN” ; Iim\/_:+oo X Ilmi_o peIN™ ; I|m——
n—+o0 n—+o00 n—+o0 n na+oo\/_

q g<-1 -1<q<1 g=1 g>1

limg" n’existe pas 0 1 +00

b)- Théoreme (des suites monotones)
® Toute suite croissante et majorée est convergente.
® Toute suite décroissante et minorée est convergente.

c)- Suite de la forme v, = f(u,)
Si limu,=a et festcontinueena alors limv, = f(a)

n—>+o0 n—>+c0

d)- Suite de la forme u,,, = f(u,)
Si f estcontinuesur1, f(l)c 1,

U, € I, (u,) est convergente,

alors | limite ¢ de Ia suite (un) est une solution de I°équation f (X) = x

l26



Série d’exercices
Exercice 1 :

On considere la suite numérique (u, ) définie par: u, =7 et u,, = %un +Z pour tout entier naturel n
1)- a)- Montrer, par recurrence, que : u, >5, pour tout entier naturel n
- -1 . . .
b)- Vérifierque : u,,, —u, = 7(un —5), pour tout entier naturel n, puis montrer que la suite (u,)
est decroissante.

c)- En déduire que la suite (un) est convergente.

2)- Soit (v,) la suite numérique telle que : v, =u, —5 pour tout entier naturel n

a)- Montrer que (vn) est une suite géométrique de raison % puis écrire v, en fonction de n

b)- Montrer que u, = 5+2(%j pour tout entier naturel n, puis déterminer la limite de la suite (un)

c)- Déduire la limite de la suite (w, ) définie par:  w, =./u, —4, pour tout entier naturel n
3)- Pour tout entier naturel n,onpose: S =V, +V,+V,+---+V, et T =u,+U,+U,+--+U,
a)- Ecrire S_ puis T en fonction de n
b)- Calculer limS, et limT,
Exercice 2 :
_8u,+3

= pour tout n de IN
u,+6

n+l

On consideére la suite numérique (u, ) définie par: u,=2 et u

1)- a)- Montrer, par récurrence, que : 1<u, <3, pourtout n de IN

1+u )(3—-u
b)- Vérifier que : u,,, —u, =( é‘)( “) , pour tout n de IN, puis montrer que la suite (un) est
+U,

croissante.
c)- En déduire que la suite (u,) est convergente.

2)- Soit (v,) la suite numérique telle que : v, = Uy _i, pour tout n de IN

n

u +

n

a)- Montrer que (vn) est une suite géométrique de raison g puis écrire v, en fonction de n

3_1(5]
39

b)- Montrer que : u, = —, pour tout n de IN, puis déterminer la limite de la suite (un)

l+1(5
319

c)- Déduire la limite de la suite (w,) définie par: w, = (u, —2)u, pour tout n de IN
3)- a)- Montrer que : 3-u,_, <g(3—un), pour tout n de IN

b)- En deduire que : 0<3—-u, < [;j , pour tout n de IN

c)- Retrouver la limite de la suite (u,)

Exercice 3 :

- . - . 1 1+u
On considére la suite numérique (u, ) définie par : u, =3 et u,, = . pourtout n de IN

3—-u

n

1)- Montrer, par récurrence, que : O<u, <1, pour tout n de IN




- u, —1)°
2)- a)- Vérifierque: u,, —u, =(3”—), pour tout n de IN
—u

n

b)- Montrer que la suite (u,) est convergente.
3)- Pour tout n de IN, on pose :v, :L
1-u,
a)- Montrer que (vn) est une suite arithmétique et déterminer sa raison et son premier terme.

b)- Ecrire v, en fonction de n , puis en déduire que : U

n

:n_+1’ pour tout n de IN
n+3

c)- Calculer la limite de la suite (u,)
2023

2024
5)- Déterminer la limite de la suite (w, ) définie par: w, =(u, —1)sinu, pour tout n de IN

4)- Déterminer la plus petite valeur de I’entier naturel n pour laquelle u, >

6)- Pour tout entier naturel n,onpose: d,=2", S =d,+d, +---+d, et P, =d,xd x---xd,
a)- Montrer que (dn) est une suite arithmétique et déterminer sa raison et son premier terme

b)- Ecrire S, et P, en fonction de n
Exercice 4 :
X

On considere la fonction numérique f définie sur [0,+oo[ par: f(x)=— 1
X* +

Partie | :
1)- Déterminer f '(x), pour tout x de [0,+o0o[ , puis déduire que f est croissante sur [0,+oo]

2)- Etudier la continuité de f sur [0,+oo[ , puis déterminer f ([0,1])

3)- Montrer que f(x) <x, pour tout x de [0, +oo[
Partie 11 :

. . - P 1 u
Soit (u, ) la suite numérique définie par : u, =7 et u,,= ; >— pour tout n de IN

n

1)- Montrer, par récurrence, que : 0<u, <1, pourtout n de IN
2)- Montrer que la suite (un) est décroissante, puis en déduire qu’elle est convergente.

3)- Déterminer la limite de la suite (u, )

Plan d’étude des suites un+1 =f(un) (Les trois questions classiques)
[Ma<u <b , [2] a<u <b , [3u >a
[4u,>a , [5]u,<b , [6] u, <b

1°" cas La fonction f est (strictement) croissante sur I’intervalle tiré de la question
2éme cas | La fonction f est (strictement) décroissante sur ’intervalle tiré de la question

1 Montrer que : , pour tout entier naturel n

2 Montrer que la suite (u,) est croissante//décroissante, puis déduire qu’elle est convergente.

La fonction f vérifie I’inégalité f(x) < x sur I’intervalle tiré de la question précédente
1¢" cas | (Voir I’étude de la fonction f : explicitement ou implicitement=Position relative de la courbe

et la premiere bissectrice du repére)
La fonction f wvérifie I’inégalité f (x) > x sur I’intervalle tiré de la question précédente

2¢me cas | (Voir I’étude de la fonction f : explicitement ou implicitement=Position relative de la courbe
et la premiere bissectrice du repere)

3 Calculer la limite de la suite (u,) «Cours»
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Chapitre 5 : Fonctions primitives

Activités, applications et exercices
Activité 1 :
On considere les fonctions numériques définies sur R par :
F.(X) =§x3+x2 -8x+1, F,(x) =§x3+x2 —-8x et F,(x) =§x3+x2 —8x—+/5+2

1)- Déterminer 1’expression de la fonction dérivée de chacune des fonctions précédentes.
2)- Que peut-on remarquer ?
Application 1 :
Compléter le tableau suivant :

Fonction f L’ensemble des primitives
f(x)=2x-3

f(X)=5x—x*+7
f (x) =5x" +x+3cos x+1

f(X)=x-sin x+i

Ix

f (X) = /X — 2x

Exercice 1 :

1)- On considere les deux fonctions suivantes : f (x) =4x+ % -2 et g(x)=2x—cosx+1.
X

a)- Déterminer I’ensemble des primitive de f sur ]0,+oo[ .
b)- Déterminer la fonction primitive G de g sur R qui vérifie G(0) = 2.

) L 2x—1
2)- Montrer que la fonction H : X 24/X* —x+1+5 est une primitive de h: X~ ——= sur R.
VXF—x+1
Exercice 2 :
Déterminer une fonction primitive de chacune des fonctions suivantes :
B . 1 ) 2023 X} —2x+7 k(X :2_—5
f(x)_4—smx+? g(x)=(2x+1)(x +x+6) h(x)=T (x) (x-3)"
Résumé de cours
Définition

Soient f et F deux fonctions définies sur un intervalle I de R.

On dit que F est une primitive de f surl, si F est dérivable sur I et F’(x) = f (X) pour tout x de I.
Théoréeme

Toute fonction continue sur un intervalle | de R admet une primitive sur I.

Propriétés

Soient r un nombre rationnel différent de —1 et h une fonction numérique.

sin X P—I—
FOTEIEN Fe)=x" f(x)=h'(x)(h(x))’ K \\
r+l r+l
Une primitive F F(x) =2 F(x) = (h(x)) \/
' +1 r +1 511 X
P : sens pogitif : primitive
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Série d’exercices

Exercice 1 :
Déterminer une fonction primitive de la fonction f dans chacun des cas suivants :

f(x):3x2+5x+2+i2 f(x):x+\/;+£3 f(X) = (x—2)~/x
X X
x-1 x2+1
— 3/y2 f X)) = —/—— f X)=—
f(x) = (2x+1).3/x2+ x+1 (X) 3 (x) 131
f () =sin(x)cos’(x) f(x)= 2 SOX £ (X) = 3x—2c05° X
(2-sinx)®
Exercice 2 :

On consideére la fonction numérique f définie sur [1,+oc[ par: f(x)=xvx-1

1)- Vérifier que : Vxe[l,+o0[, f(X)= w/(x—l)3 +x-1 .

2)- Déterminer 1’ensemble des primitive de f sur [1,+oo[ .

3)- Déterminer la fonction primitive F de f sur [1,+oo[ qui vérifie F(2)=1.
Exercice 3 :

X

NX+2

On considere la fonction numérique f définie sur ]—2,+o[ par: f(x)=

2
Ix+2

2)- Déterminer I’ensemble des primitive de f sur ]—2,+oo[ .

1)- Vérifierque : Vxe]-2,40[, f(X)=vXx+2-

3)- Déterminer la fonction primitive F de f sur ]—2,+oo[ dont la courbe représentative passe par I’origine

du repere.
Exercice 4 :

On considére la fonction numérique f définie sur R par: f(x)=x*+|x|-2
1)- Montrer que f admet une fonction primitive sur
2)- Déterminer la fonction primitive F de f sur R qui vérifie F(0) = 0.
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Chapitre 6 : Fonctions logarithmes

Activités, applications et exercices
Activité 1 :

Justifier pourquoi la fonction f :x+— — admet une primitive sur ]0,+od[.
X

On appelle fonction logarithme népérien, notée In, la primitive de x — — sur ]0,+oo[ qui s’annule en
X

1.
Conséquences :
Compléter ce qui suit :

La fonction In est définie sur In(1) = In(e) = Pour tout x €]0,+oo[, In'(X) =
La fonction In est sur ]0,+oo[ | La fonction In est sur ]0,+oo[
vX €]0,+[, In(X)=0< vX €]0,+[, In(X)>0< VX €]0,+o0[, In(X) <0<

Tableau de signe de la fonction In :

X

In(x)

Conclusion :
La fonction x+ In(x) est définie, continue, dérivable et strictement croissante sur ]0,+oo[

De plus, ona: Vxe]0,+o, In'(x):l et Vxe R, (In|x|)':l
X X

Application 1 :

1)- Résoudre, dans R, les équations suivantes :

(E): In(2x-1)=In(3) (E,): In(x+2)=0 (E3): In(x)(1+In(x))=0

2)- Résoudre, dans R, les inequations suivantes:  (1,): In(x—1) <In(5) (L,): In(x)-1>0

3)- Dresser le tableau de signe de chacune des deux expressions suivantes : In(x+2) et In(x) (1+ In(x))

4)- Calculer la dérivée de la fonction f : x> x> —2x+xIn(x) +1
Exercice 1 :
X* —3x+2

1)- On considere les deux fonctions suivantes :  f(x) =(4x+1)In(x-3) et g(x)= I
nx

a)- Déterminer D, et D,

b)- Calculer g(e), puis Vérifier que : g(2) =0
c)- Résoudre, dans D, , I’équation: f(x) =0

2)- Montrer que la fonction H : x+> (x—2)In x est une primitive de h: x |—>1—g+ Inx sur ]0,+oo[.
X

Activité 2 :

Soient a et b deux réels strictement positifs.

1)- a)- L’égalité In(ab) = In(a)x In(b) est-elle toujours vraie ? Justifier votre réponse.
b)- Donner une relation entre In(ab), In(a) et In(b)
c)- Simplifier lasomme In2+In3

2)- Exprimer en fonction de In a chacune des expressions suivantes : In(a®) , In(a) et In(a’)

3)- a)- Simplifier la somme In(1j+ Ina
a
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b)- En déduire I’expression de In (EJ en fonction de In(a)
a

4)- Exprimer In(%) en fonction de In(a) et In(b)

5)- Montrer que : In (\/5) = % Ina

Application 2 :
1)- Exprimer en fonction de In 2 chacun des nombres suivants :

a=In16-5In2 b:In%Jrln\/E

c:ln10+ln%+ln\/3_2 d:In2(8)—In§/§

2)- Montrer que : In(2—«/§)+ In(2+\/§): 0

Exercice 2 :
1)- Simplifier I’expression suivante :

E :gln(e3)—ln(\/5)+ln(4e)

2)- ComparerIn8etIn6+1n2
3)- Ecrire sous la forme d’un seul logarithme les nombres suivants :

a=2In3+In5 b=In5-2In+/2
c=1-In7+In2 d=|n(1—1)+ln(2e)
e

4)- Montrer ce qui sulit :

> VxeR, In(\/x2 +1+x)+|n(\/x2+l—x) =0

> Vxel0,+o0[, In*(x+1)-In*(x) = In(x2 + x)x In(1+§j

> VxeR', In(x*+1)=2In| x|+|n(1+i2j
X
Exercice 3 :
On consideére la suite numérique (u, ) définie par: u,=e et u,, = \/I pour tout entier naturel n, et
soit (v, ) la suite numérique telle que : v, =In(u,), pour tout entier naturel n
1)- Montrer, par récurrence, que : u, >0, pour tout entier naturel n

2)- Montrer que (vn) est une suite géometrique, puis écrire v, en fonction de n
3)- En déduire I’expression de u,, en fonction de n

Activité 3 : Ya
I)- Avec le logiciel GeoGebra, on trace facilement 21
la courbe représentative de la fonction In et on
obtient :
1+
0
—1 -
—2
_3 i
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Déterminer graphiquement les limites suivantes :

lim In(x) ,
x—0"

lim In(x), I|m
X—>+00

()

. In(x
et Ilmﬁ
x—1 X—l

I1)- Le tableau ci-dessous est le tableau de variations de la fonction f : x> In(x) —Jx sur 10,+oo[

—+oo

f ()

f(4)

1)- Vérifier que :

f (4)=2(In(2)-1), puis donner une valeur approchée de f(4) a0,1 prés.

2)- a)- A partir du tableau précédent, déterminer le signe de la fonction f sur ]0,+oo[
b)- En déduire que : Vx €]0,+sc, In(x) < J_

3)- Montrer que : VX e[l,+oo[, 0< Inx) < ——=, puis déduire la valeur de la limite lim —= In(x)
X \/; X—>+00 X
4)- Déterminer la limite I|r(r)1 xIn(x)
Application 3 :
Calculer les limites suivantes :
@ lim(x* =3x+7)u(x) @ lim x*=3x+7h(x) @) lim x*=5h(x)+3 @ lim 8n(x)+3
X—>+00 X—>+00 X—>+00 x—+0 1 — ZEn,(X)

5 I|m—
( )X—)+oozn(x)

3bn(x) — X
fn(x)

1) lim xfa(v/X)
fn* ()

5

@ lim

X—>+0

17) lim

X—>+0 X

Exercice 4 :

On considere la fonction numérique f définie par : {

@ lim X+ () X + I (X)
x40 X — fn (X)

(10) Iim =+ fn(x)
x—0" X

bn(x)
221

(14) x-—>1

(18) lim Jxb(x)

1)- Montrer que f est continue a droite en zéro.
2)- Calculer lim f(x) , puis déterminer la branche infinie de (€, ) au voisinage de +oo
X—>+00

f(x)=x(2-
£(0)=0

@) lim

X—>+0

5x —4bu(x) +1
3

11) lim——= ( )

x—0*

(15) Iimﬂ

fn(x)

X—>+00 X

In(x)), x=0

(8) Iirg1+(3x2 — 2X)fn(X)

12) lim
( )x—>0* xﬂm(x)

(16) Iir(g X2 ()

(20) Iir(r)1 X b (X)

3)- Etudier la dérivabilité de f a droite en zéro, puis interpréter graphiquement le résultat.
4)- Déterminer f (x), pour tout X de ]0, o[

Exercice 5 :

Calculer la dérivée de la fonction f dans chacun des cas suivants :

(1) f(x)=x+2In(x)

@) f(x)=3x"-4In(2—x) +5

Exercice 6 :

@ f(x)=

(5x=7)In(x)

(5) f(x)=xIn|x?

@ fo==1
= © F0)=—"
+1

In(x)

In|x|
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On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x) :i+ln(x)
X
1)- Calculer Iirgl f(x) et lim f(x).

2)- Calculer la dérivée de f, puis deduire qu’elle est strictement croissante sur ]O,+oo[
Exercice 7 :

On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)=x*—x-In(x)
1)- Calculer XILT f(x)

2)- a)- Vérifier que :  Vxe]0,+o0f, f(x)= X(X_l_@j
( )

b)- Calculer I|m f(x) et lim —=

X—>+00

3)- Déduire les deux branches |nf|n|es de (€,).

4)- Calculer la dérivée de f, puis dresser son tableau de variations
Exercice 8 :

On considére la fonction numérique f définie sur 0,+oo[ par: f(x)= (1——](In(x) 2)+2

1)- Calculer Iim f(x) et Iim f(x).

2)- Montrer que 1 Vx e ]0,+oo[, f'(x)= () ,avec g(x)=x—-3+In(x)

Exercice 9 :

On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)= X_In_x
X

1)- Calculer Iirp f(x) et lim f(x).

2)- Déterminer les deux branches infinies de (€,).

g9(x)
X

3)- Montrer que :  Vx e ]0,+0, f'(x)==5-,avec g(x)=x"—1+Inx

4)- Etudier la position relative de (€, ) et la premiére bissectrice du repére

Exercice 10 :

On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)=x+In(x)

1)- Calculer f (1), XILT f(x) et XILrpw f(x).

2)- Déterminer les deux branches infinies de (€, ).

3)- Calculer f'(x) pour tout x e ]0,+o0[ , puis déduire le sens de variation de la fonction f.

4)- Montrer que I’équation  f (x) =—1 admet une unique solution sur ]O,+oo[
Activité 4 :

Trouver le nombre x dans les deux cas suivants : (1) 3*=2 (2 10°=7
Application 4 :

1)- Simplifier I’expression suivante : A= 2log,(81)—5log, (4)—log, [%j

2)- Résoudre, dans R, I’équation suivante : (E): log(2x+1)+logx=1
Exercice 11 :

On considere la fonction numérique f définie par: f(x)= x+|n[1+xj

1)- Déterminer D, puis calculer les limites de f aux bornes de D; .
2)- Montrer que la fonction f est impaire.
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x* -3
x? -1
b)- Dresser le tableau de variations de f
4)- Donner I’équation de la tangente & (€,) au point d’abscisse nulle.

3)- a) -Montrer que : ¥VxeD,, f'(x)=

5)- Etudier la position relative de (€¢,) et la premiére bissectrice du repére.
Exercice 12 :

. : . o f(x):llnz(x)—ln(x), x>1
On considére la fonction numérique f définie sur R par : 2

f(x)=(x-1)In(1-x), x<1
1)- Calculer Xlirpw f(x) et Xlirpw f(x).

2
2)- Vérifierque: lim In”(x)

X—>+00 X
3)- Déterminer les branches infinies de (€;).
4)- Montrer que f est continue en 1.

5)- Etudier la dérivabilité de f en 1, puis interpréter graphiquement le résultat.
In(x)-1
X

=0 (on peut poser : t:\/;), puis calculer lim %

6)- a) -Montrer que : Vx ell,+oof, f'(X)=

b) -Montrer que : Vxe€]—-o,, f'(X)=1+In(1-Xx)
C)- Dresser le tableau de variations de f
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Résumé de cours

1)- Domaine de définition
f(x)=In(u(x)) D; ={xeR, u(x)>0}

f(x) =Inju(x)| D, ={xeR, u(x)=0}

3)- Propriétés algébriques
Soient a et b deux reels strictement positifs et r un

nombre rationnel.
In(ab) =In(a) + In(b) In(ljz—lna
a

In(%) — In(a) - In(b)

In(a") =rIn(a) (Cas particulier :
in(</a) =%In(a))

& <<R. In(x*)=2in|x|

6)- Equations et inéquations

2)- Valeurs particulieres
In1=0 Ine=1

Pour tout nombre rationnel r, In(e") =r

4)- Signe de In
Vx €]0,+oo[, In(x)=0< x=1
Vxe]0,+of, In(X)>0<= x>1
Vx€]0,+o0[, In(xX) <0 <= x<1

5)- Continuité

® La fonction In est continue sur ]0,+oo]

® La fonction x> In(u(x)) est continue sur un

intervalle I si la fonction u est continue est
strictement positive sur |

Soient x et y deux réels strictement positifs et r un nombre rationnel.

In(x) =In(y) < x=y InX)=r < x=¢

aln®(x)+bIn(x)+c=0 « On pose : X =In(x) »

In(x) <In(y) & x<y In(x) >In(y) < x>y

In(x)<r < x<e' INX)>r < x>¢'

aln*(x)+bIn(x)+c <0 ; aln*(x)+bIn(x)+c <0 ;
aln®(x) +bIn(x)+c>0 ; aln’*(X) +blIn(x) +c>0 ;
«Onpose: X =In(x) + Dresser le tableau de signe »

A N’oublier pas de déterminer I’ensemble d’étude !

7)- Limites de référence

Soit n un entier naturel non nul.

lim xIn(x) = 0°) lim M) _ g lim N _ 4
lim In(x) = —o0 o limIn(x) =+0 | > X o1 x—1
x—>0" . X—>+00
lim x" In(x) =0 lim M) _ g limNA+X) _ 4
x—0" X o0 Xn X0 X
8)- Dérivées 9)- Logarithme de base a

VX €]0,+o0], In'(x)=i
X
vx e R*, (In|x|)':i
X

(in(w)) =%

u

(Infol) ==

u

Soit a un réel strictement positif différent de 1.
In(x)

Vx €]0,+[, log, (X) = In@)

Cas particulier : Logarithme décimal
Lorsque a=10 , on écrit log au lieu de log,,

10)- Valeur minimale d’un entier naturel n dans des cas particuliers

Cas1l: q"<a,avecqeta appartiennenta]0,1[

Cas2: g">a,avecq etaappartiennenta ]1,+oo[

q"<a < In(q")<In(a)
< nln(g) <In(a)

nz@ car In(q)<0
n
Par exemple, si q=0,8 et a=0,01, alors :
0.0 _ 50,64.
In(0,8)

Donc la valeur minimale de I’entier n cherchée est 21.

q">a < In(q")>In(a)

< nin(g)>In(a)

n Zl:(_a) car In(g)>0

Par exemple, si =2 et a=3000, alors :
In(3000)

In(2)
Donc la valeur minimale de I’entier n cherchée est 12.

=11,55....
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Série d’exercices

Exercice 01 :
1)- Résoudre, dans R, les équations suivantes :

(E): In(x-1)=In(3-x) (E,): In(x*+2x+2)=In(4) (Ey): In*(X)+In(x)-2=0
2)- Résoudre, dans R?, les systémes suivants :
(s): {Iznl(x)—Sln(y) :_—1 (s,): {In(i)—3ln(y) =5

n(x)-5In(y) =9 Xy=e

Exercice 02 :
1)- Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :

(1): In(2x-1) <1 (1,): In(x*-x+1)>0 (I,): In’(X)+In(x)-2<0
2)- Déterminer la petite valeur de I’entier naturel n dans chacun des cas suivants :

(@) 3x2"-5>6 (b) [gj <0,001 (c) 2024—(%) > 2023,99

log, 7.log, 7.log, 7

3)- Montrer que : log, 7.log, 7 +log, 7.log. 7 +log. 7.log, 7 =

log,, 7
4)- Soient a un réel supérieur strictement a 1 et n un entier non nul.
1
Montrer que :  Vx €]0,+[, log _,(x) ==log,(X)
é n
Exercice 03 :
1+1In?(x)

On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)=

1)- Calculer f(2) et lim f(x).

[ |n2(x):4L|n&

2)- Vérifier que : Vx € ]0,+o0

X Vx

3)- Déterminer les deux branches infinies de (€, ).

2
] , puis calculer lim f(x)
x—0"

1-Inx)’
4)- Montrer que : Vx €]0,+0[, f'(x) :—( xn Xj .
5)- Dresser le tableau de variation de f
: 1 -
6)- Montrer que la fonction F :x+— g(lnz(x)+3)ln X est une primitive de f sur ]O,+oo[.

Exercice 04 :
On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)= In(x+\/§), et soit (€¢;) sa courbe

- -
représentative dans un repere orthonormé (O, i, jj (unité : 2cm).

1)- Calculer les limites Iirgl f(x) et lim f(x), puis déduire une branche infinie de (€,)
2)- Déterminer la branche infinie de (<€) au voisinage de +o

3)- Etudier les variations de de f sur ]0, +oo[ , puis dresser son tableau de variations.
. > 2
4)- Construire la courbe (€,) dans le repére (O, i, jj.
5)- Montrer que f admet une fonction réciproque f * définie sur un intervalle J a déterminer.
- -
6)- Construire la courbe (€,.,) dans le méme repére (O, i, jj.

Exercice 05 :
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On considere la fonction numérique f définie sur [0,+oo[ par: f(x)=xIn(x+1)

Partie | :

1)- Déterminer f '(x), pour tout x de [0,+o0[ , puis déduire que f est croissante sur [0,
2)- Etudier la continuité de f sur [0,+oo[ , puis déterminer f ([0,e—1])

3)- Montrer que : f(x) < x, pour tout X de [O,e—l]

Partie I :

Soit (u, ) la suite numérique définie par: u, =1 et u,, =u, In(u, +1) pourtout n de IN
1)- Montrer, par récurrence, que : 0<u, <e-1, pour tout n de IN

2)- Montrer que la suite (u,) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

3)- Déterminer la limite de la suite (u, )

Exercice 06 :
On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)=x-In(x), et soit (€;) sa courbe

- -
représentative dans un repére orthonormé (O, I, jj (unité : 1cm).

1)- Calculer f(1), Iir(r)l f(x) et lim f(x).
2)- Déterminer les deux branches infinies de (€, ).

3)- Etudier la continuité de f sur ]0,+oo[.

4)- Montrer que : VXe ]O, +oo[, fi(x)= x-1 .
X

5)- Dresser le tableau de variation de f, puis en déduire le signe de la fonction f.
6)- Etudier la position relative de (€,) et la premiére bissectrice du repére.

- >
7)- Construire la courbe (€,) dans le repere (O, i, jj.

8)- Montrer que la fonction F : X %xz +x(1-In(x))—3 est une primitive de f sur |0, o[ .

9)- Soit (u, ) la suite numérique définie par: u;=+/3 et u,, =u, —In(u,) pour tout n de IN
a)- Montrer, par récurrence, que 1<u, <2 pourtout n de IN
b)- Montrer que la suite (un) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

c)- Déterminer la limite de la suite (u,)

Exercice 07 :
Partie | :

On considere la fonction numérique g définie sur ]0,+oo[ par: g(x)=x>-1+2In(x)
1)- Calculer g(1)
2)- Déterminer g'(x), pour tout X de ]0,+oc[, puis déduire le sens de variation de g sur ]0,+oo[

3)- En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x

Partie Il :
On considere la fonction numérique f définie sur ]O,+oo[ par: f(x)= x—w , et soit (€;) sa courbe
X

- >
représentative dans un repere orthonormé (O, i, jj (unité : 3cm).

1)- Calculer les limites lim f(x) et lim f(x), puis déduire une branche infinie de (€;)

x—0" X—>+00
2)- Montrer que la premiére bissectrice du repére est une asymptote oblique de (€,) au voisinage de +oo
3)- Etudier la position relative de (€,) et la premiére bissectrice du repére.
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4)- a)- Montrer que : Vx €]0,+of, f'(x)= %

b)- Dresser le tableau de variations de f .
5-61In(x)
X4
b)- En déduire que (€,) admet un point d’inflexion A dont on déterminera ses coordonnées.

5)- a)- Montrer que : VX €]0,+oo, f"(x)=

- >
6)- Construire la courbe (€,) dans le repére (O, i, jj.

Exercice 08 :
On consideére la fonction numérique f définie par: f(x) = x —In(2x-1)-1, et soit (€;) sa courbe
- -
représentative dans un repere orthonormé (O, I, jj (unité : 2cm).
1)- Déterminer D, , puis calculer les limites de f aux bornes de D;.
2)- Déterminer les branches infinies de (€)
2(x—1)(2x+1)
2x—1 '
b)- Dresser le tableau de variations de f .

3)- a) -Montrer que : VxeD,, f'(x)=

¢)- En déduire que : Vx e E,Jroo[, In(2x-1)<x*-1

- >
4)- Construire la courbe (€,) dans le repere (O, i, jj.

5)- Soit g larestrictionde f sur I’intervalle [1,+oo].
a)- Montrer que g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J a déterminer.

- -
b)- Construire (?%g,l) la courbe représentative de g dans le méme repére (O, i, jj.

6)- On considére la fonction numérique h définie par : h(x) =x*-In(2|x|-1)-1.
a)- Montrer que la fonction h est paire.

- -
b)- Construire (€, ) la courbe représentative de h dans le méme repére (O, i, j].

Exercice 09 :
_In(x)+1 »
On considere la fonction numérique f définie par : In(x)-1" , etsoit (€,) sacourbe
f(0)=1

- >
représentative dans un repere orthonormé (O, I, jj (unité : 2cm).

1)- a)- Déterminer D, , puis calculer f (1) et les limites de f aux bornes de D, .

b)- En déduire les branches infinies de (€).

2)- Montrer que f est continue a droite en zero.
3)- Etudier la dérivabilité de f a droite en zéro, puis interpréter le résultat graphiquement.

2
4)- a) -Montrer que : Vxe D, \{0}, f'(X)=———.
x(In(x)-1)
b)- Dresser le tableau de variations de f .
5)- Déterminer I’intersection de (€, ) et I’axe des abscisses.
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2(In(x)+1)
x* (In(x) —1)3
b)- En déduire que (€,) admet un point d’inflexion A dont on déterminera ses coordonnées.

6)- a)- Montrer que : Vxe D, \{0}, f"(x)=

- >
7)- Construire la courbe (€,) dans le repere (O, i, jj.

8)- Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I’équation f (x) =x.
9)- On considere la fonction numérique g définie par :
In(| x|)+1’ <20
In(| x]) -1
9(0)=1
a)- Montrer que la fonction g est paire.

g(x)=

- >
b)- Construire (€,) la courbe représentative de g dans le méme repere (O, I, j) :

Exercice 11 :
Partie | :

On considere la fonction numérique h definie sur ]O,+oo[ par: h(x)=xIn(x)+x+1
1)- Déterminer h'(x) , pour tout x de 0, oo
2)- Dresser le tableau de variations de h sur ]0,+oo[

3)- En déduire le signe de h sur ]0,+o0o

Partie 11 :
On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)=(x+1)In(x), et soit (€;) sa
H

%
courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i, jj (unité : 1cm).

1)- Calculer les limites Iirgl f(x) et lim f(x), puis déduire une branche infinie de (€¢,)
2)- Déterminer la branche infinie de (<€) au voisinage de +o

3)- Montrer que (€;) coupe I’axe des abscisses en un seul point A que I’on déterminera.
h(x
4)- a)- Montrer que : Vx €]0,+oo[, f'(x)= %
b)- En déduire le sens de variation de f .
x-1

XZ

5)- a)- Montrer que : VX €]0,+x[, f"(x)=
b)- En déduire que A est le seul point d’inflexion de (€,).
- >
6)- Construire la courbe (€,) dans le repére (O, i, jj.

7)- a)- Montrer que f admet une fonction réciproque f - définie sur un intervalle J a déterminer.

b)- Montrer que f* est dérivable en 0, puis déterminer ( f’l)’ (0).

- >
8)- Construire la courbe (€ ,) dans le méme repére (O, I, j).

Exercice 12 :
Partie | :

On consideére la fonction numérique g définie sur ]0,+oo[ par: g(x)=x*—1+3In(x)
1)- Calculer g(1)
2)- Déterminer g'(x), pour tout x de ]0,+oc[, puis déduire le sens de variation de g sur ]0,+oo]
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3)- En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x
Partie 11 :
x* —2x—2-3In(x)

On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oo[ par: f(x)= , et soit (€;)

- >
sa courbe représentative dans un repere orthonorme (O, i, ] j (unité : 1cm).
1)- Calculer les limites Iirp f(x) et lim f(x), puis déduire une branche infinie de (€¢;)
2)- Montrer que la droite (D) d’équation y = x—2 est une asymptote oblique de (€¢,;) au voisinage de -+
3)- Etudier la position relative de (€¢;) et la droite (D).

4)- a)- Montrer que : VX €]0,+x[, f'(x)= %
b)- Dresser le tableau de variations de f .

5)- a)- Montrer que I’équation  f(x) =0 admet une unique solution « sur 0,1]
b)- Montrer que I’équation  f (x) =0 admet une unique solution A sur [1,+oo

—

N
6)- Construire la courbe (€,) dans le repére (O, i, jj (ondonne: a~0,4 et f~3,6).

Partie 111 :
g . _ 1., N _ In(x)
1)- Veérifier que la fonction H : X = Eln (x) est une primitive de h: x> ——= sur ]O,+oo[ :
X
2)- Déterminer une fonction primitive F de la fonction f sur ]O, +oo[.
Exercice 13 :
Partie | :

On considere la fonction numérique g définie sur ]1,+oo[ par : g(x)=il+ln(x—1)
X_

1)- Déterminer g'(x), pour tout x de ]1, +oo[, puis dresser le tableau de variations de g sur ]1, +oo[

2)- En déduire le signe de g(x) selon les valeurs de x
Partie 11 :
On considere la fonction numérique f définie sur J1,+o0] par: f(x)=xIn(x-1), et soit (€;) sa courbe

- -
représentative dans un repere orthonormé (O, I, jj (unité : 1cm).

x—1"

1)- Calculer les limites lim f(x) et lim f(x), puis déduire une branche infinie de (€;)

2)- Déterminer la branche infinie de (<€) au voisinage de +o

3)- Etudier la position relative de (€,) et la premiére bissectrice du repére.
4)- a)- Montrer que : VX €L, +oo[, f'(x)=g(x).
b)- Dresser le tableau de variations de f .
5)- Montrer que le point 1(2 ; 0) est un point d’inflexion de (€;)
6)- Déterminer une équation de la tangente (T) a (€¢,) au point |

- -
7)- Construire la droite (T) et la courbe (€,) dans le repere (O, i, jj.

8)- a)- Montrer que f admet une fonction réciproque f - définie sur un intervalle J a déterminer.

b)- Montrer que f* est dérivable en 0, puis déterminer ( f’l)’ (0).

- >
9)- Construire la courbe (€,.) dans le méme repére (O, i, jj.
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Exercice 14 :
On considere la fonction numérique f définie par: f(x)=x-1+ In(x;zj, et soit (€,) sa courbe
X

représentative dans un repere orthonormé (O_l)_;j (unité : 1cm).
1)- a)- Determiner D, , puis calculer les limites de f aux bornes de D, .
b)- En déduire deux branches infinies de (€;).
2)- Montrer que la droite (D) d’équation y=x—1 est une asymptote oblique de (€,) au voisinage de
—oo etde +oo
3)- Etudier la position relative de (€,) et la droite (D).
(x-1)° +1
b)- Dresser le tableau de variations de f .
5)- a)- Montrer que I’équation f(x) =0 admet une unique solution a sur ]—oo,O[

4)- a) -Montrer que : VxeD,, f'(x)=

b)- Montrer que I’équation  f(x) =0 admet une unique solution S sur ]2, o[

-> >

6)- Construire la droite (D) et la courbe (€,) dans le repére (O, I, j] (ondonne: a~-0,5 et f~2,5)
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Exercices de soutien

Exercice 01 (Domaine de définition) :
Déterminer le domaine de définition de chacune des fonctions suivantes :

fg=2x-mn(x+)  gx)=2" h(x) =

5 In(x) 1 k() =In(x)

Exercice 02 (Equations, mequatlons et systemes) :
1)- Résoudre, dans R, les équations suivantes :

(E): In(x=2)=In(7) (E,)): In(3x+1)=0 (E)): In(x)-1=0
2)- Résoudre, dans R, les inéquations suivantes :
(1): In(x+6)>2 (1,): In(7x-9)<0 (1;): In(x)+1<0

3)- Résoudre, dans R?, le systéme suivant :  (S): {In(x)—8|n(y) =1
2In(x)=5In(y) =9
Exercice 03 (Propriétés algébriques) :
1)- Ecrire sous la forme d’un seul logarithme les nombres suivants :
a=2In3+In5 b=1In14—2In+2 c=1-In7
2)- Soit x un réel strictement positif.
a)- Exprimer en fonction de In x les deux expressions suivantes :

=|n( ) |n[xl)+lnx F:In(MHn(%)—In(%)

b)- Montrer les deux égalités suivantes :

In? (ex)—In*(x) =1+2Inx In(x2 + x+1): 2Inx+1In (1+£+i2j
X X
Exercice 04 (Limites) :
Calculer les limites suivantes :
lim (32 —2x +7) In(x) '”(X) lim %2 — 2xIn(x) +1
lim 5x° —In(x) + 6 lim (x— 2)In(x) lim N+ 2X)

x—0" x—0" X—0 X

Exercice 05 (Dérivées) :
Déterminer la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

f(x)=5x*-3In(x)+8  g(x)=xIn(x)-9x+2 h(x) =

1+In(x) k(X) = In(x* + x+1)

Mini-exercice de synthése :

1+1In?
On consideére la fonction numérique f définie sur ]0,+oc[ par: f(x) :L(X)

1)- Calculer (@), lim f(x) et Iirgl f (x) (pour la derniéere limite, remarquer que :

2)- Déterminer les deux branches infinies de (€, ).

1-Inx) . .
) , puis dresser le tableau de variation de f

3)- Montrer que : Vx €]0,+of, f'(x)= —(

4)- Montrer que la fonction F: x> 3(In (x)+3)|n X est une primitive de f sur ]0 +oo[

In*(x) :4(In\/§ 2
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Chapitre 7 : Nombres complexes

Activités, applications et exercices
Activité 1 :
On considere I’équation suivante : (E): z°-6z+13=0
1)- L’équation (E) admet-elle des solutions réelles ? Justifier.

2)- Donner la forme canonique du trinbme z° —6z+13

3)- On suppose qu’il existe un nombre non réel i tel que : i> = -1

a)- Pourquoi le nombre i n’est pas réel ?
b)- Ecrire I’équation (E) sous la forme (z —oc)2 =B
c)- En déduire les solutions de I’équation (E) en fonction du nombre i

Application 1 :
Trouver la forme algébrique de chacun des nombres suivants :

7, =345~ 7+i 7, = 8i — 2(1-9i) 2, =5i(3+2i)
Z4=—(7+32(2_|) z5=(5+4i)2 26=3+8i+(1—i)2
Exercice 1 :

On considere les deux nombre complexes: a=1+i et b=5- NE
1)- Donner la forme algébrique de a et b
2)- Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres suivants : a+b, ab, ib?

3)- Montrer que a® est un imaginaire pur

Exercice 2 :

Onpose: a=3+5i , b=a et c=7+3i .

Montrer que : b-c=2i(a-c)

Activité 2 :

On considere les deux nombre complexes suivants : a=3+4i et b=2-5i.
1)- Calculer les produits aa et bb. Que peut-on remarquer ?

2)- Déterminer la forme algébrique de 1 et %
a

Application 2 :
1)- Trouver la forme algébrique de chacun des nombres suivants :

1 8i 3+2i 5+4i
a= - b= C=—? d= .
7+9i J3+i 1—i —2—i
2)- Calculer le module de chacun des nombres suivants :
le5+2i 22:\/§+i 23:\/5
z,=—2-1i 7, =—4i 2o =-3+i(1-i)
Exercice 3 :
1)-Onpose: a=-2+2i, b=-5+i,c=-3etd=-8
Montrer que : b=c ;¢ 229 g
a-c b—d

2)- Soit z un nombre complexe non nul tel que : |z |=1

Montrer que : z= 1
z

Exercice 4 :
Onpose: a=2i , b=+3-ietc=2b

1)- Calculer |a| et |b], puis déduire |ab| ,

%‘ 2. ‘5‘ et |c|

2)- Déterminer la forme algébrique de chacun des nombres suivants : a+b, ab, ib?
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3)- Montrer que : a-b =
c-b

.3 .
+|7, puis calculer

N[~

a-b
=
Activité 3 :
D’aprés Iactivité 1, I’équation (E): z*—6z+13=0 admet deux solutions complexes conjugués
z,=3+2i et z,=3-2i
1)- Calculer A le discriminent de I’équation (E)
2)- Exprimer les solutions de (E) en fonction du discriminent A et les coefficients de (E)

Application 3 :
Résoudre, dans C, les équations suivantes :

(E): 2°+2z+2=0 (E,): 2°=z-1 (E,): 32°+2z+5=0
1
(E,): —22+2/56-2=0 (E,): z22+4=0 (E,): Ezz+z+6:o

Activité 4 :
Soit z un nombre complexe.
1)- Montrer que : z+z=2Re(z) et z—z=2iIm(z)
2)- Donner une condition sur z et z pour que z Soit un nombre réel.
3)- Donner une condition sur z et z pour que z Soit un nombre imaginaire pur.
Application 4 :
12 12
On pose : a:(1+i)5 +(1—i)5 et b :(3+iﬁ) —(S—iﬁ) +2i
1)- Montrer que a est un nombre réel.
2)- Montrer que b est un nombre imaginaire pur.
Activité 5 :
Onpose: a=+/3+i
1)- Calculer le module de a
2)- On suppose qu’on peut écrire a sous la forme r(cosa +isina), avec r un réel positif et « un réel
a)- Exprimer le module de a en fonction de r, puis déduire la valeur de r
b)- Trouver une valeur de «

Application 5 :

Onpose: a=1+i, b=1-i,c=-1+i et d=-1-i

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes ci-dessous.
Exercice 5 :

1)- Ecrire sous forme trigonométrique les nombres suivants :

a=1+iV3 b=3(cos[§j—isin(§n C:_1+i£ d=+/3 e =5i

2 2
2)- Donner I’écriture exponentielle de chacun des nombres précédents.
Exercice 6 :
oA : 1
Onpose: a= 2(l+|\/§) et b -5

1)- Ecrire a et b sous forme trigonométrique.
2)- En déduire ab, 7b, -2ib, a°, b"™ et % sous forme trigonométrique.
3)- Déterminer la forme algébrique du produit ab

4)- En déduire la valeur exacte de cos% et de sin %

Exercice 7 :
1)- Résoudre dans C I’équation z2—z+/2+2=0
2)- Onpose: u :%H?

a)- Ecrire u sous forme trigonométrique.
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b)- Montrer que u®? est un nombre réel.
Exercice 8 :

On pose : Z =(1—i)(1+i\/§)
1)- Déterminer I’écriture exponentielle de Z

2)- En déduire que Z° est un nombre imaginaire pur.
Exercice 9 :

. _ _ Xty
1)- Montrer que :  V(x,y)e R, e +e" = 2005(—)( > yje 2

Lz

2)- En deduire une écriture exponentielle du nombre Z =
Activité 6 :

Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O, U, V)

Soit z un nombre complexe de forme algébrique a+ib.

Le point M de coordonnées (a,b) est appelé image de z b
Le nombre complexe z est appelé I’affixe du point M, et

on écrit : aff(M) =z

Soient A et B deux points d'affixes respectives z, =2+3i

et z; =4-i

1)- Placer les points A et B

N
2)- Déterminer I’affixe du vecteur AB 3

1+\/§+i\/é
2

A

2

axe des imaginaires

axe des réels

3)- Calculer la distance AB
O

4)- Déterminer I’affixe du point I le milieu du segment

[AB]

Dans toute la suite, le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O, U, V)

Application 6 :

On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=-1+2i, b=—i et c=3+4i

1)- Placer les points A, BetC

; . —> —>
2)- Déterminer I’affixe de AB et AC
3)- Calculer les distances AB, BC et OC

4)- Déterminer I’affixe du point P le milieu du segment [AC]
Exercice 10 :

-
u

=
-

a

On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=1+2i, b=2+6i, c=6+8i et d =5+4i

Montrer que ABCD est un parralélogramme, puis déterminer I’affixe de son centre.

Activité 7 :

On considere les points A et B d’affixes respectives a= J3+2i et b=5-i

1)- On considere (E1) I’ensemble des points M d’affixe z tel que : |z —J3-2i |=2

a)- Montrerque: M e(E) < AM =2

b)- En deduire la nature de I’ensemble (E1) ainsi que ses eléments caractéristiques.
2)- Déterminer (E2) I’ensemble des points M d’affixe z tel que : | z —J3-2i | =|z—5+1i|

Application 7 :

On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=4i, b=1+i et c=-2+5i

Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z dans les cas suivants :

1)- |z-4i|=+5 2)- |z-1-i|=[c|
3)- |z+2-5i|=|z—4i| 8- |z|=|z-1-i|

Exercice 11 :

On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=3+2i, b=1+i et c=—i




Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z dans les cas suivants :
1)- |iz+2-3i[=1 2 |z-1+i|=|z+i]

Activité 8 :

Si M est un point d’affixe non nul z, alors : (U, Oﬁj =arg(z) [27]

)V
7l arg(z)
—>

O i T
Soient A et B deux points d'affixes respectives a=3+5i et b=6+8i
1)- Déterminer une forme trigonométrique de b—a

2)- En déduire une mesure de I’angle | U, AB

Application 8 :
On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=1, b=1+2i et c =1++/3+i

Vérifier que E—_a —e 3, puis en déduire une mesure de I’angle orienté ( AB, AC
P

Exercice 12 :
On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=3+5i , b=a etc=7+3i .
1)- Montrer que : b—c=2i(a—c)
2)- En déduire que le triangle ABC est rectangle et que BC =2 AC
Exercice 13 :
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=-2+2i , b=-5+i ,c=-3 et d =-8
1)- a)- Montrer que : b-c_ [
a-c

b)- En déduire que le triangle ABC est rectangle et isocéle en C
2)- Montrer que les points A, B et D sont alignés
Activité 9 :
Montrer les ecritures complexes des transformations usuelles.
Application 9.1 (Translation) :
On considere le point A d’affixe a =3+5i

Soit M’(z’) I’image d’un point M(z) par la translation T de vecteur w d’affixe d =4—2i.

1)- Donner I’écriture complexe de T

2)- Veérifier que I’affixe du point B image de Apar T est b=7+3i

Application 9.2 (Homothétie) :

On considere les points A et B d’affixes respectives a=3+4i et b=3-4i

Soit z I’affixe d’un point M du plan et z’ I’affixe du point M’ image de M par I’homothétie h de centre B et

de rapport g .

1)- Donner I’écriture complexe de h

2)- Vérifier que p =3+8i est I’affixe du point P image de A par h

Application 9.3 (Rotation) :

On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=4(1+i) , b=3+5i et c=3+4i .
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Soit z I’affixe d’un point M du plan et z’ I’affixe du point M’ image de M par la rotation r de centre C et
T
d’angle —
g 2

1)- Montrerque: z'=iz+7+i

2)- a)- Vérifier que le point B est I’image du point A par la rotation r
b)- En déduire la nature du triangle ABC

Exercice 14 :

On considere les points A et B d’affixes respectives a = 4—4i3 et b=8
Soit M’(z’) ’image d’un point M(z) par la rotation R de centre O et d’angle %

1)- Exprimer z' en fonction de z
2)- a)- Verifier que le point B est I’image du point A par la rotation R
b)- En déduire la nature du triangle OAB

Exercice 15 :
On considere les points A, B, C, D et Q d’affixes respectives a=2+i, b=a ,c=i,d=cet w=1
1)- Montrer que : Z_—w =i, puis déduire la nature du QAB

2)- Soit M’(z’) I’image d’un point M(z) par la rotation R de centre Q et d’angle %

a)- Montrerque : z'=iz+1-i

b)- Vérifier que : R(A) =C etR(D)=B

c)- En déduire que les points A, B, C et D appartiennent au méme cercle dont on précisera le centre.
Activité 10 :
Soit x un nombre reéel.
1)- En utilisant la formule de Moivre, exprimer

a)- cos(2x) en fonction de cos(x),

b)- sin(2x) en fonction de cos(x) et sin(x).

ix —ix ix —ix

2)- a)- Montrer que : cos X = et sinx= (Formules d’Euler)

b)- Exprimer cos3(x) en fonction de cos(3x) et cos(x).
¢)- Exprimer sin3(x) en fonction de sin(3x) et sin(x).
Application 10 :
Soit x un nombre réel.

Linéariser cos*(x), puis déduire une primitive de la fonction f : x> cos*x sur R
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Résumé de cours
Ensemble des nombres complexes
Il existe un ensemble, noté C, appelé ensemble des nombres complexes tel que :
e C contient R, c’est-a-dire: RcC,
e |l existe un élément de C, noté i, vérifiant ; i* =—1,
e (C est muni d’une addition et d’une multiplication pour lesquelles les régles de calcul sont les
mémes que dans R.
Forme algébrique d’un nombre complexe
Tout nombre complexe z s’écrit d’une facon unique sous la forme x+iy, avec x et y sont deux réels.
e Leréel x est appelé la partie réelle de z, et noté Re(z)=x
e Leréelyestappelé la partie imaginaire de z, etnoté Im(z)=y
Si Im(z) =0, alors z =x est réel.
Si Re(z) =0, alors z =iy et, dans ce cas, on dit que z est imaginaire pur.
L’ensemble des nombres imaginaires purs est noté iR .
Conjugué d’un nombre complexe
Soit z un nombre complexe de forme algébrique x+iy.
On appelle conjugué de z le nombre complexe noté z tel que z = X—1iy.

Module d’un nombre complexe
Soit z un nombre complexe.

On appelle module de z le réel positif noté | z |=+/zz

Si x+iy est la forme algébrique de z, alors: |z|=+Xx*+Y?

Forme trigonomeétrique d’un nombre complexe non nul
Tout nombre complexe non nul z peut s’écrire sous une forme trigonométrique : z=r(cosa +isina),
avec r un réel positif et « un réel.

o Le réel positif r est le module de z

o Leréel a estappelé un argument de z, et noté arg(z). On écrit : arg(z) = a[27]

Autres écritures :  Ecriture exponentielle : z =re™* Ecriture polaire : z=[r,«]
Remarqgue importante :
cosa —isina = cos(—a) +isin(—a) —CoSa +isina =cos(zr —a)+isin(r —a)
.. - . . T - T
—CoSa —iSina =cos(r + ) +isin(r + «) Sina +icosa :COS(E_a]+'S'n(§_a]

Propriétés

Conjugué Module Argument Opérations et forme trigo.
z+Z=2Re(2) |z|=|-z|=]|Z] arg(-z)=r+arg(z)[27] [r,@]x[r',07=[rxr',0+6']
z2-7Z=2ilm(2) |zxz'|=|z|x|z'| | arg(Z)=—arg(z)[27] [r.0] _ [_ o]
I+7'=7+17' |2"|=]z]|" arg(zx2") =arg(z) +arg(z)[27] | [s.a] s
DT-T || ||z|| arg(2") = n-arg(z) [27] [r,01"=[r", px0]
7MY — (7)1 z z Zy\_ B . [r,0]=[r,-0]

(Zy=2% 1 roy Y
T arg(5) =—arg(2)[27] ’
zeR 7=z
zeilR ©7=-z
Formule de Moivre : (cosx+|sm x) _cos(nx)+|sm(nx) (n est un entier naturel)
Formules d’Euler : cosx = ] et smx—e ;_e
[
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Affixe, distance et mesure d’angle
Soint A, B, C et D quatres points du plan complexe.

aff ( pﬁ’) =7,-17, C est le milieu du segment [AB] si et seulement si  z. = Za ; s
AR Zp —Z¢
AB=|z;-2,]| AB,CD |=arg [27]
B~ ‘A

Equation du second degré

On considére I’équation az® +bz+c =0, avec a, b et ¢ trois réels et a non nul.
Soit A le discriminent de cette équation

e Si A>0, alors I’équation admet deux solutions réelles distinctes : z, = )

2a 2a
e Si A=0, alors I’équation admet une seule solution réelle : z, = ;—b
a
. ) . . L —b+iv-A
eSi A <0, alors I’équation admet deux solutions complexes conjugués : z, = —n et
a
—b-iv-A
Z,=——
2a

Ecritures (ou représentations) complexes des transformations usuelles
Soit F une transformation plane qui a tout point M(z) associe le point M ’(2”).
Donner I’écriture complexe de F consiste a exprimer z” en fonction de z

DA o, VA

Transformation plane et ses e e s L .

.y e Définition géometrique Ecriture complexe

éléments caractéristiques
T est la translation de .

=M" - Z'=7+W
vecteur w d’affixe w TM)=M"< MM"=w
h est I’homothétie de centre ' : 2 —K(2—-)+ @
Q(w) et de rapport k h(M)=M'< QM ' =k OM =
| d QM '=QM

R est la rotation de centre . D
Q(CO) etd’angle a R(M)_M = (QM’,QM"an[Zﬂ] Z =€ (Z—a))+a)

Réciproquement, toute transformation plane d’écriture complexe z> =a z + b, avec a non nul, est :

e une translation de vecteur w d’affixe b,sia=1;

e une homothétie de rapport a, si a est un réel non nul différent de 1 ;

e une rotation d’angle arg(a), si a est un nombre complexe non réel de module 1.
Dans les deux derniers cas, o I’affixe du centre Q vérifie I’égalité : w=aw+Db

L ’outil complexe pour traduire des notions geométrigues

. v Médiatrice
Ensemble des points
v Cercle
v Alignement
Trois points v Milieu d’un segment \
il ® Isocele . ° Rect_angle
® Rectangle et isocéle ® Equilatéral
v Droites paralléles
Quatre points v Droites perpendiculaires ,
- QUGB ® Parallélogramme ) Losapge
® Rectangle ® Carre
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Série d’exercices

Dans toute la suite, le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O, U, V)
Exercice 1 :
1)- Déterminer deux réels aet b telsque : 3i—a=(2—ib)(i—b)
2)- Soient p et g deux nombres complexes.
Résoudre dans € I’équation: z=pz+q

Exercice 2 :
Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres suivants :

. mw .. T Y . . T . T . T
z, =(1-i) Z,=—-C0S—+isin— z, =-2(cos—+isin— z,=sin—+icos—
= (1-0) 2 9 9 s =—2( B 12) 4 c c
l—l—i\/é \7 - 2009 (1_i\/§)12
Z. = z, =(\3-i z, =(+i z,=—
= s =(V3-1) ;= (@1+1) "= T i3)
zgzl—itan£ zm:l+cosﬁ+isin2—7T
11 7 7
Exercice 3 :
Résoudre dans C les équations suivantes :
(E): 22°-6z+5=0 (E,): 2°-5z2+9=0
(E,): 2°-2z+17=0 (E,): 2+Lo3
z
(E): z*+4z°-21=0 (E,): 22—2(1+\/§)z+2\/§(1+\/§):0

Exercice 4 :
On considére, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation suivante : (E): z° +2z°-16=0

1)- Montrer que 2 est solution de (E), puis que (E) peut s’écrire sous la forme (z —2)(az” +bz+c¢) =0, ou
a, b et ¢ sont trois réels que 1I’on déterminera.
2)- En déduire les solutions de 1’équation (E) sous forme algébrique puis sous forme exponentielle.
Exercice 5 :
Soit z un nombre complexe différent de —3i

3z+i

z+3i
1)- Montrer que I’ensemble des points M (z) tels que | Z |=3 est la médiatrice du segment [AB], avec A et

Onpose: Z=

: . 1. .
B sont deux points d’affixes respectives —gl et —3i

2)- Montrerque: |Z|=1 < |z]|=1

3)- En déduire I’ensemble des points M (z) tels que : | Z |=1
Exercice 6 :

Soit P(z) =z®+6z°+13z+10

1)- Calculer P(-2)

2)- En déduire une factorisation de P(z)

3)- Résoudre dans € I’équation : P(z)=0

Exercice 7 :

On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=2, b=1+i et c=1-i
1)- a)- Ecrire ¢ sous forme trigonométrique

b)- Montrer que ¢*** est un nombre réel

2)- Vérifier que : b-a_ —i, puis déduire la nature du triangle ABC

3)- Montrer que ABOC est un carré
4)- Déterminer 1’ensemble des points M d’affixe z tels que [iz+1—i|=2
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Exercice 8 :
1)- Résoudre dans I’ensemble € des nombres complexes 1’équation : 7z° —5z+1=0
2)- Résoudre dans I’ensemble € des nombres complexes 1’équation :  7z° —5iz—1=0
Exercice 9 :
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=-8+5i , b=-—8-5i, c=i et d =11i
1)- Soit T la translation qui transforme A en B
a)- Donner la représentation complexe de T
b)- Vérifier que le point C est I’image de D par la translation T

2)- Montrer que: 2—S -1

d-b 2
3)- En déduire que le quadrilatéere ABCD est un losange et que BD =2AC
4)- Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que |z—i|=|z]

Exercice 10 :

On considere les points A et B d’affixes respectives a=1+i et b=2-3i
Déterminer I’affixe des points M tels que ABM soit un triangle équilatéral.
Exercice 11 :

1)- Résoudre dans I’ensemble € des nombres complexes 1’équation : z° —4z+13=0

2)- On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=i, b=2+3i et c=b
Soient z T’affixe d’unpoint M duplanet z' I’affixe du point M', imagede M par larotation R

de centre B et d’angle%

a)- Exprimer z' en fonction de z
b)- Déterminer d I’affixe du point D est I’image du point A par la rotation R
c)- En déduire la nature du triangle ABD
d)- Montrer que les points B, C et D sont alignés
Exercice 12 :
On considére, dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation suivante :

(E): z* +(1—J§)23 +(2—\/§)22 +(l—\/§)z+1: 0
1)- Le nombre 0 est-il solution de I’équation (E) ?
2)- Résoudre, dans I’ensemble des nombres complexes, les équations suivantes :

(E): 22 +2+1=0 (E,): 22-z43+1=0 (Ey): 2°+(1-V3)z-3=0
3)- Montrer que I’équation (E) est équivalente a I’équation suivante

(E": [z+%j2+(l—\/§)[z+%j—\/§:0

4)- En déduire les solutions de 1’équation (E) sous forme algébrique

Exercice 13 :

Déterminer la nature de la transformation plane et ses eléments caractéristiques qui a tout point M d’affixe
z associé le point M "' d’affixe z' dans chacun des cas suivants :

1) 2'=z2+2-i 2) 2'=2z-1+3i 3) 2'=iz-2
4) z'=4(z-5+i) 5) z =7(1—|)z 6) z'=-1z+7-10i

Exercice 14 :
1)- Résoudre dans I’ensemble € des nombres complexes 1’équation : z°—-2z+2=0

2)-Onpose a=1—i et b=2++/3+i
a)- Ecrire a sous forme trigonométrique

b)- Vérifier que : b = (1+ \/§)ei§ , puis écrire b sous forme trigonométrique
a

c)- Déduire que b® est un nombre imaginaire pur
3)- On consideére les points A, B et C d’affixes respectives a, b et c=-1+iv3

152



Soient z P’affixe d’'unpoint M duplanet z' I’affixe du point M', imagede M par larotation R

de centre A et d’angle%

a)- Exprimer z' en fonction de z
b)- Vérifier que le point C est I’image du point B par la rotation R
c)- En déduire la nature du triangle ABC

4)- Soit (E) I’ensemble des points M d’affixe z tels que ‘2—2—\/5 —in +1—i\/§‘
a)- Déterminer ’ensemble (E)
b)- En déduire que le milieu du segment [BC] appartient a I’ensemble (E)
Exercice 15 :
1)- Résoudre dans ’ensemble € des nombres complexes 1’équation : z°—-8=0
2)- On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=2 , b =—1+iv/3, c=-1-iy/3et
d=-4+2i3
a)- Vérifier que : azd_, , puis déduire que B est le milieu du segment [AD]

~b
J3

b)- Ecrire %—i7 sous forme trigonométrique

b_—azl—iﬁ, puis déduire la nature du triangle ABC
c-a 2 2
3)- Soit H le point d’affixe h=2—2i/3.

Montrer que ABCH est un losange.

4)- Soit (E) I’ensemble des points M d’affixe z tels que ‘Z +1+i\/§‘=‘2+4+ 2i\/§‘

a)- Déterminer I’ensemble (E)
b)- En déduire que le point B appartient a I’ensemble (E)

5)- Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que ‘22—4+4i\/§‘=|1—5i|

Exercice 16 :
On considere les points A et B d’affixes respectives a=4 et b=3—i
Soient z P’affixe d’'unpoint M duplanet z' I’affixe du point M', imagede M par larotation R

Q| D

c)- Verifier que :

de centre A et d’angle —%

1)- a)- Montrer que : z'=—iz+4+4i
b)- Vérifier que I’affixe du point C image du point B par larotation R est ¢=3+i
c)- En déduire la nature du triangle ABC

2)- Soient t la translation de vecteur AB et D I’image du point C par la translation t
a)- Déterminer d I’affixe du point D
b)- En déduire la nature du quadrilatere ABDC

3)- Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que ‘E—3—i‘:|3+i|

Exercice 17 :
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=—/2,b=1+i, c=1-ietd=2+2
1)- a)- Ecrire b sous forme trigonométrique

b)- Déterminer la plus petite valeur de I’entier naturel non nul n pour que b" soit un nombre réel

c)- Déterminer la plus petite valeur de I’entier naturel non nul n pour que b" soit un nombre imaginaire
pur

c—a
3)- a)- Montrer que le quadrilatere ABDC est un losange

2)- Verifier que : b_—a:%b, puis déduire que : AB = AC et (ﬁﬁjz% [27]
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—
b)- En déduire que % est une mesure de I’angle orienté (ﬁ A—B>j

4)- Soient G le point d’affixe g = ix/2 et h I’homothétie de centre D et de rapport J2

a)- Déterminer la représentation complexe de h

b)- Vérifier que : h(B) =G

c)- En déduire que les points B, D et G sont alignés
5)- On pose : p:1+ﬁ+i

a)- Vérifier que : | p|=+4+ 22
b)- En utilisant la question 3)b), montrer que : arg(p) z% [27]
c)- Ecrire p sous forme trigonométrique

d)- En déduire que : tan% =J2-1
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Exercices de soutien
Exercice 01 (Forme algébrique) :
Onpose: a=7—i et b=3+5i.
Trouver la forme algébrique de chacun des nombres suivants :

. = a
a+b ia—b ab a’+b o
Exercice 02 (Forme trigonométrique) :
1)- Ecrire sous forme trigonométrique chacun des nombres suivants :
a=1+i b=+3-i c=—/2+iV6 d =—5-bi
2)- En déduire une forme trigonométrique de chacun des nombres suivants :
a :
ab - d? 2ia
C

Exercice 03 (Equation) :
Résoudre dans I’ensemble € des nombres complexes 1’équation
(E): 72°+2z+6=0 (E,): 22 -5z+9=0 (E,): 22°-z+1=0
Exercice 04 (Points alignés) :
On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=-3i , b=1-i etc=2+I
Montrer que les points A, B et C sont alignés
Exercice 05 (Droites paralléeles) :
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=1+4i, b=i, c=1+ietd=-2-8i
Montrer que les droites (AB) et (CD) sont paralleles
Exercice 06 (Droites perpendiculaires) :
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=2+3i , b=-1, c=-1+3i et d =5-3i
Montrer que les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires
Exercice 07 (Parallélogramme) :
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=1+2i , b=-1+5i , c=2+i et d=4-2i
Montrer que le quadrilatere ABCD est un parralélogramme, puis déterminer I’affixe de son centre K
Exercice 08 (Triangle rectangle) :
On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=3+5i, b=3-5i et c=7+3i
Montrer que le triangle ABC est rectangle en C et que BC =2 AC
Exercice 09 (Triangle rectangle et isocéle) :
On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=9+1i, b=9-i et c=11-i
Montrer que le triangle ABC est rectangle et isocéle en B
Exercice 10 (Triangle équilatéral) :
On considére les points A, B et C d’affixes respectives a=8i , b=4/3-4i etc= 2(4\/§ + 4i)
Montrer que le triangle ABC est équilatéral
Exercice 11 (Rectangle) :
On considere les points A, B, C et D d’affixes respectives a=2+2i , b=1-i, c=-5+i et d =—4+4i
Montrer que le quadrilatere ABCD est un rectangle
Exercice 12 (Losange) :
On considere les points A, B et C d’affixes respectives a=1+ iv3,b=2i etc=a+b
Montrer que le quadrilatere OACB est un losange
Exercice 13 (Carré) :

On considére les points A, B, C et D d’affixes respectives a=+/3 , b=2+iv3 , c=2-+/3+2i et
d =(2-3)i

Montrer que le quadrilatere ABCD est un carré
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Devoirs et examen blanc

Devoir maison N° 1

Duestions indépendantes):

1)- Soit f la fonction numérique définie par : F ()= xsin [WJ x#0 .
f(0)=0

Montrer que f est continue en zéro.

2)- Ranger dans I’ordre croissant les nombres suivants : a= \E b= 3’ﬁ  C= (‘/ﬁ .
3)- Soit g une fonction continue sur [0,1] telle que : g(1) =+2.

Montrer que I’équation 3/xg(x) =1 admet au moins une solution sur I’intervalle 10,1 .
Exercice2: .. |
Soit f lafonction numérique définie par : f (x) =x—2x-1.

1)- Déterminer D, et calculer lim f(x).

X—>+00

2)- Montrer que f est continue sur D, .

3)- Etudier la dérivabilité de f & droite en E,pws interpréter le résultat graphiquement.

2(x-1)

\/2x—1(\/2x—1 +1) '

4)- Vérifier que : Vx e :|%,+oo{, f'(x)=

5)- Dresser le tableau de variations de f .

Exercice 3 :

Soit f la fonction numérique définie par:  f (x)=x"+x+1 .

1)- Etudier les variations de f .

2)- a)- Montrer que 1’équation f (x)=0 admet une solution unique « sur R.

b)- Verifier que : —1<a <0
3)- Montrer que : 1+ a? b a+31-J1-+a =0.
(04

4)- Montrer que f admet une fonction réciproque f* définie sur un intervalle J a déterminer.
1

3a’+1

g(x)=x° L X>a

5)- Montrer que f * est dérivable en 0, puis vérifier que : (f)'(0)=

6)- Soit g la fonction numérique définie par : 1
gx)=-1-=- ; x<a
X

Etudier la continuité de g en o .
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Devoir blanc

Exercice 1

4
1)- Ranger dans I’ordre croissant les nombres suivants : a = V2 5 b=45; c=73.
2)- Résoudre dans R 1’équation suivante : &/x +23/x —3=0.

311-3cosx -2
X2 '

3)- Calculer la limite suivante : lim

x—0

PB2x B2
V32

4)- Simplifier le nombre suivant: A=

x—a) .
. . - fx=(—smx;x¢0 . .
5)- Soit f la fonction numérique définie par : () X , OU a est un nombre réel.

f(0)=3
a)- Déterminer la valeur de a pour que f soit continue en zéro.

b)- Pour la valeur de a trouvée dans la question précédente, étudier la dérivabilite de f en zéro,

.. , , . . X—=sinx
puis interpréter le résultat graphiquement (on admet que : I|rro| >—=0).
X—> X

Exercice 2

Soit f lafonction numérique définie par :  f (x)=x"+8x>-8 .

1)- Etudier les variations de f .
2)- a)- Montrer que 1’équation f (x)=0 admet une solution unique « sur R.
b)- Vérifierque: O<a <1
3)- Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de Xx.
4)- Montrer que f admet une fonction réciproque f * définie sur un intervalle J a déterminer.
5)- Montrer que f * est dérivable en 0, puis exprimer (f *1) '(0) en fonction de « .

6)- Soit g la fonction numérique definie par :

g(x)=Ix*+8 ; x<a

g(x)=g P X>a
X

a)- Montrer que g est continueen « .

b)- Etudier la continuité de g sur R.

Exercice 3

Soit f la fonction numérique définie par : f(x)=%—24x+1.

1)- Déterminer D, , puis calculer la limite de f en +o.
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2)- Montrer que f est continue sur ]0,+oo] .

3)- Etudier la dérivabilité de f & droite en —1, puis interpréter le résultat graphiquement.

4)- a)- Calculer f'(x), pour tout x e D,—{ -1}.

b)- Déduire les variations de f .

5)- Montrer que I’équation f (x)=0 admet une seule solution « dans 10,+oo[ , et que: % <a<l.

6)- Vérifier que : a®+a’=

Exercice 4

Soit f lafonction numérique définie par:  f (x)= x(\/;— 2)2 .

Nl

1)- Déterminer D, , puis étudier la continuité de f sur D,.
2)- Etudier la dérivabilité de f en zéro, puis interpréter le résultat graphiquement.
3)- Vérifier que : Vx e ]0,+oo[, f'(x)= 2(\/;—1)(\/;—2).
4)- Dresser le tableau de variations de f .
5)- Soit g larestriction de f sur un I’intervalle | :[1, 4].
a)- Montrer que g admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J a déterminer.

b)- Dresser le tableau de variations de g*.

2
c)- Simplifier g‘l(x)(\/g‘l(x) —2) , pour tout xe J.

58



Devoir surveillé N° 1 (version 1)

1)- Comparer /2 et 4/5. 1pt
2)- Résoudre dans R ce qui suit : (x+1)6 ~7=0 : 3x-4<2. 1pt + 1,5pt
3)- Soit g la fonction numérique définie sur R par: g(x) = x* —cos(x) .

a)- Justifier pourquoi g est continue sur R. 0,75pt

b)- En utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, montrer que I’équation g(x) =0 admet au
moins une solution sur lintervalle ]0,Z[. 0,75pt

4)- Soit f la fonction numérique définie par :

ax
f(X)=————:;x20 .
5x —2sin x , OU a est un nombre réel.
f(0)=1

Déterminer la valeur de a pour que f soit continue en zéro. 2pts
Probleme : 13 points
Partie A :
Soit P la fonction numérique définie sur R par: P(x)=x’-3x+2.
1)- Vérifierque : vxe R, P'(x)=3(x*-1). 0,75pt
2)- Dresser le tableau de variations de P (Les limites ne sont pas demandées). 0,75pt
3)- En déduire que : Vxe[0,+[, P(x)>0. 0,5pt
Partie B :
Soit f la fonction numérique définie sur [0,+ o[ par: f(x)=x*—6x+8Vx -5 .
1)- a)- Vérifier que : Vxe[0,+w[, f(x)=(x-3)?+8Vx-14. 0,75pt

b)- En déduire que : lim f(x) =+o. 0,5pt
2)- Montrer que f est continue sur [0,+oo] . 1pt
3)- Etudier la dérivabilité de f adroite en 0, puis interpréter le résultat graphiquement. 1,5pt

2P
4)- a)- Montrer que : ¥x€]0,+o[, f'(x)= J\/@ 1,5pt
X
b)- En utilisant la question A.3), déduire que f est strictement croissante sur [O,+oo[. 1pt

5)- Montrer que f admet une fonction réciproque f * définie sur un intervalle J a déterminer. 1,5pt

6)- Dresser le tableau de variations de f . 1pt
7)- a)- Calculer f(4). 0,25pt
b)- Montrer que f* est dérivable en 3, puis calculer (f)'(3) . 2pts
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Devoir surveillé N° 1 (version 2)

Exercice 1: 8 points

1)- Résoudre dans R ce quisuit: 23x+1-1=0 ; 4#x-1>+2. 1,25pt + 1,25pt
2)- Ranger dans 1’ordre croissant les nombres suivants : a= V5 b=37; c=411. 1,25pt

3)- Soit h la fonction numérique définie sur R par: h(x) = cos(x2 —5x+1)

Déterminer h'(x), pourtout x de R. 1pt
4)- Soit g la fonction numérique définie sur R par: g(x)=x*>-3x+1.

En utilisant le théoreme des valeurs intermédiaires, montrer que I’équation g(x) =0 admet au

moins une solution sur P’intervalle ]0,1] . 1,25pt
5)- Soit f la fonction numérique définie par :

f(X)zx—altanx;)(¢O \ ,
X , OU a est un nombre réel.
f(0)=2
Déterminer la valeur de a pour que f soit continue en zéro. 2pts
Probleme : 12 points
Partie A :
Soit u la fonction numérique définie sur R par: u(x)=7x°+6x+1.
1)- Déterminer u'(x), pourtout x de R. 0, 5pt
2)- Dresser le tableau de variations de u (Les limites ne sont pas demandées). 0,75pt
3)- En déduire que : Vxe[0,+oo[, u(x)>0. 0,5pt
Partie B :
Soit f lafonction numérique définie sur [0,+oo[par o f (x)=(x3 +2x+1)\/§—3 .
1)- Montrer que : lim f(x) =+o. 0,75pt
2)- Montrer que f est continue sur [0,+oo] . 1pt
3)- Etudier la dérivabilité de f adroite en 0, puis interpréter le résultat graphiquement. 1,5pt
u(x)
4)- a)- Montrer que : Vxe€|0,+of, f'(x)= . 1,5pt
)-2) q 10+, #(x)=5 7 p
b)- En utilisant la question A.3), déduire que f est strictement croissante sur [O,+oo[. 1pt

5)- Montrer que f admet une fonction réciproque f * définie sur un intervalle J a déterminer. 1,5pt

6)- Dresser le tableau de variations de f . 0,75pt
7)- a)- Calculer f(2). 0,25pt
b)- Montrer que f * est dérivable en 1, puis calculer (f ‘1) 'a) . 2pts
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Devoir maison N° 2

Exercice 1 :

On consideére la suite numérique (u, ) définie par: uy=2 et u,, :(\/f—l)un +2—+/2 pour tout entier

naturel n
1)- Montrer que la suite (u,) est minorée par 1

2)- Veérifierque: vneN, u,,,—u, = (\/5—2)(un —1), puis déterminer la monotonie de (u,)
3)- En déduire que la suite (u,) est convergente.

4)- Vérifier que: vneN, u,, —1= (\E—l)(un -1)

5)- Trouver le terme général de (un) , puis calculer limu,

6)- Déduire la limite de la suite (v, ) définiepar: v, =(5-u,)./u, pour tout entier naturel n

pProbléwe: |

X
Soit f la fonction numérique définie par: f(x)= :
Vx-1

1)- Determiner D, , puis calculer les limites de f aux bornes de D; .

2)- Déterminer les deux branches infinies de (€).
3)- Montrer que : Vx e[2,+x[, f(x)<X.

X—2
4)- a)- Montrer que : Vxe D,, f'(xX)=——————, puis dresser le tableau de variations de f .
)-2) g f ()2(x—1)mp
b)- En déduire que : VxeD,, f(x)=2.
4—X

5)- a)- Montrer que : Vxe D,, f"(X)= ———
f 4J(x-1p

b)- En déduire que (€,) admet un point d’inflexion A dont on déterminera ses coordonnées.
6)- Montrer que (€,) coupe la premiére bissectrice du repére en un seul point a déterminer.
7)- Tracer (€,) dans un repére orthonormé.

8)- On admet que g la restriction de f sur I’intervalle[2,+oo[ admet une fonction réciproque notée g.
Tracer dans le méme repére précédent et avec une autre couleur la courbe (Cég,l) :

. 2 N i
9)- Montrer que la fonction F: XHE(X+2)\/X—1—24 est la primitive de f sur D’intervalle J1,+oo[ qui

s’annule en 10.

10)- Soit (un) la suite numérique definie par: u, =3 et u,, =—= T pour tout n de IN
u, —
a)- Montrer, par récurrence, que u, >2 pour tout n de IN
b)- Montrer que la suite (un) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

c)- Déterminer la limite de la suite (u,)
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Devoir blanc

Exercice 1 (Questions indépendantes) :

1)- Calculer les limites suivantes : ~ lim 2020+l iy 452
noe 2024 e 2x 3T

2)- Déterminer une fonction primitive F de la fonction f sur | dans les cas suivants :
a)- f(x)=x*+4x+2cosx-1 | =R
b)- f(x):(x+1)(x2+2x—4)7 =R

1-cosx

-  f(X)=7/—me——= -R

) () JX—sinx+2 =R

Exercice 2 :

On consideére la suite numérique (u, ) définie par: uy=-1et u,, =j—2un —2% pour tout entier naturel
n

1)- Montrer, par récurrence, que : vne N, u, >-2
2)- Montrer que la suite (un) est décroissante, puis déduire qu’elle convergente.

3)- Soit (v, ) la suite numérique définie par : v, =u, +2 pour tout entier naturel n

a)- Montrer que (v, ) est une suite géométrique de raison 4—2 puis écrire v_ en fonction de n

b)- En déduire que: Vne N, u, =(%) -2

c)- Calculer la limite limu,
4)- Déterminer la limite de la suite (w,) définie par: Vne N, w, =u, tan(2+u,)

Exercice 3:

Soit f la fonction numérique définie sur [0,+oc par: f(x)= x(\/;—l)z
1)- Calculer la limite lim f(x)

2)- Déterminer la branche infinie de (€,) au voisinage de +oo
3)- Etudier la dérivabilité de f & droite en zéro, puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
4)- a)- Montrer que : ¥xe]0,+o[, f'(x)= (2«/;—1)(\/;—1)
b)- Dresser le tableau de variations de f
5)- Montrer que (€;) admet un seul point d’inflexion que I’on déterminera.

6)- Tracer (<€) dans un repére orthonormé. (unité : 2cm)




Devoir surveillé N° 2

Exercice 1 uestions indépendantes) :

n+2 . 542"

1)- Calculer les deux limites suivantes :  lim et lim 2Xx 1pt
n>+0 5_n n—+eo G _ 2N

2)- Déterminer une fonction primitive F de la fonction f sur | dans les deux cas suivants :

a)- f(x)=x*-2sinx+3 | =R 1pt

X+1
b)- f(X)=—F7—— | =]0,+ 1pt
N e 10,420 p

Exercice 2: 9 points
On considere la suite numérique (u,) définie par: u,=2 et u,, = %un +% pour tout entier naturel n
1)- Montrer, par récurrence, que : ¥vne N, u, <3 1pt
2)- Montrer que la suite (un) est croissante, puis déduire qu’elle convergente. 1,5pt+0,5pt

3)- Soit (v, ) la suite numérique définie par : v, =u, —3 pour tout entier naturel n

a)- Montrer que (v, ) est une suite géométrique de raison 2—2 , puis écrire v, en fonctionde n 2 x 1pt

b)- Endéduireque: VneN, u, = 3—[%} 0,5pt
c)- Calculer la limite limu, 1pt
4)- Déterminer la limite de la suite (w, ) définie par: Wne N, w, = (u, +2)cos(u,) 1pt
5)- Pour tout entier naturel non nul n,onpose: P, =(3—-u,)x(3—-u,)x---x(3-u,)
n(n+1)

Montrer que : Vne N, P, =( f%} , puis calculer IimQ/Fn 2 x 0,75pt
Exercice 3: 7 points
Soit f lafonction numérique définie sur ]0,+co[ par: f(x) _x-1

X
1)- Calculer les limites Iirp f(x) et lim f(x) 0,5pt+1pt
2)- Déterminer les deux branches infinies de (€) 0,25pt+0,75pt
x+1
3)- a)- Montrer que : Vxe€|0,+of, f'(x)= 0,75pt
)-2) q 10+, £(x)= 2~ p

b)- En déduire que f est strictement croissante sur ]0,+oo[ 0,5pt
4)- Montrer que (€;) coupe I’axe des abscisses en un seul point a déterminer. 0,75pt
5)- Tracer (€,) dans un repére orthonormé. 1pt
6)- On admet que f admet une fonction réciproque, notée

Tracer dans le méme repere précedent et avec une autre couleur (€ ,) 0,5pt
, 2 —
7)- Montrer que la fonction F :x— E(X_S)&+1 est une primitive de f sur I’intervalle ]0,+oo[ 1pt

63



Devoir maison N° 3

Exercice 1 :
On considere les nombres complexes: a= J3+ietb= \@—1+(\@+1)i
1)- Ecrire a et 1 + i sous forme trigonométrique.

2)- a)- Vérifier que : b=(1+i)a, puisen déduire que: |b|= 242 et argh= i—’zf[z;z]

57 _6-2

b)- Déduire de ce qui précéde que : COSE i

3)- Montrer que : b® iR
4)- Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,G,V) , on considére les points A, B

et C d’affixes respectives a, b et C=—1+i\/§
a)- Veérifier que : c=ia, puis déduire la nature du triangle OAC

b)- Montrer que le point B est I’image du point A par la translation de vecteur OC
c)- En déduire que le quadrilatere OABC est un carré

pProbléwe: |

Partie | :

On considere la fonction numérique g définie sur ]0,+oo[ par: g(x)=x-2In(x)

1)- Calculer g'(x) pour tout x de ]0,o[

2)- Dresser le tableau de variations de g (le calcul des limites n’est pas demandeé)

3)- En déduire que : g(x) >0, pour tout x de ]O,+oo[

Partie Il :

On considere la fonction numérique f définie sur ]0,+oc[ par: f(x)=x—In*(x), et soit (€;) sa courbe
- >

représentative dans un repere orthonormé (O, i, jj (unité : 1cm).

1)- Calculer la limite Iirg f (x), puis interpréter graphiquement le résultat

2

2 In \/; 2
2)- a)- Vérifier que : Vx €]0, +od], In"(x) =4 M , puis calculer lim L)
X \/; X—>+0 X
b)- Déterminer la branche infinie de (€;) au voisinage de +oo
9(x)

3)- a)- Montrer que : Vx €]0,+oo[, f'(x)= e

b)- En déduire que f est strictement croissante sur ]0, +oo[
4)- Montrer que (€,) admet un point d’inflexion A dont on déterminera ses coordonnées.
5)- Montrer que (€,) estau-dessous de la premiere bissectrice du repere.

> >

6)- Construire la courbe (€¢,) dans le repere (O, i, jj (on admettra que (€,) coupe I’axe des

abscisses en un point d’abscisse « et que a = 0,49 ).
Partie 111 :
Soit (u, ) la suite numérique définie par : u, =2 et u,,, = f(u,) pourtout n de IN

1)- Montrer, par récurrence, que : 1<u, <2, pour tout n de IN
2)- Montrer que la suite (u,) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

3)- Déterminer la limite de la suite (u, )
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Devoir blanc
Exercice1:

Exercice 1:
On considere les nombres complexes suivants :

a=-1+i, b=6-iv2 et c=—\@—ﬁ+i(\@—ﬁ)

1)- Ecrire a et b sous forme trigonométrique.
2)- Verifier que : c=ab , puis déduire une écriture exponentielle de ¢
3)- Le nombre ¢'® est-il réel ou imaginaire pur ? Justifier votre réponse.

4)- Déterminer la valeur exacte de sin (%)
. , . 1
5)- Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes I’équation : > 72 -32+6=0

6)- Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O,ﬁ,\?) , on considére le point A

d’affixe a , etsoit R la rotation de centre O et d’angle —%

a)- Trouver I’expression complexe de R
b)- Vérifier que I’affixe du point D image du point A par la rotation R est d = i2
c)- Déterminer (E) I’ensemble des points M d’affixe z telsque |z+1—i|=]z—iv2|

Exercice 2 :
Partie | :

Soit g la fonction définie sur ]0,+oo[ par: g(x)=x*-2Inx
On considére ci-dessous le tableau de variation de la fonction g

X 0 1 +00

g9(1)
1)- Calculer g(1)

2)- En utilisant le tableau précedent, déterminer le signe de g sur ]0, +oo[
Partie 11 :

On considere la fonction f définie sur J0,+o0] par: f(x)= wi 2.2 In x 3,

X X

- -
et soit (€,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i, jj (unité : 1cm).

1)- a)- Calculer Iirp f(x) et lim f(x), puis en déduire une branche infinie de (€;)

b)- Déterminer I’asymptote oblique de (€;) au voisinage de +oo

2)-a)- Montrer que : VX e] 0,+oo[’ f (x) _ Q)EZX)

b)- En déduire le sens de variation de f sur ]O, +oo[
3)- Montrer que : ¥x€]0,+o[, f"(x)= %(2 In(x)—1), puis en déduire le point d’inflexion de (€)
4)- Construire (€,)
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Devoir surveillé N° 3

Exercice 1: 6 points
J3+i
Onpose: Z=———F
P J2-iy2
1)- Ecrire /3 +i et v/2—iv/2 sous forme trigonométrique. 2x1pt
57
2)- Verifierque: Z=e 12 1pt
3)- En déduire que Z* est un nombre réel négatif. 1pt
4)- Déterminer la forme algébrique de Z , puis en déduire que : cos (i—gj = \/6:/5 2x1pt
Exercice 2 : 5 points
1)- Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes I’équation :  2z°—z+1=0 1,5pt
2)- Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O,ﬁ,\?) , on considére le point Q
d’affixe @ =2i , et soit h I’homothétie de centre Q et de rapport —2
a)- Trouver I’expression complexe de h 1pt
b)- Vérifier que I’affixe du point A image du point O par I’homothétie h est a=6i 1pt
c)- Déterminer (E) I’ensemble des points M d’affixe z telsque |z—2i|=]z| 1,5pt
Partie | :
Soit g la fonction définie sur ]0,+oo[ par: g(x)=x*-2Inx
On considere ci-contre la courbe représentative (€¢,) de la fonction g
(Cq)
En utilisant la courbe (€,), L
1)- déterminer le signe de g sur ]0,+o0o 1pt
2)- dresser le tableau de signe de g'(x) sur ]O,+oo[ 1pt 0 T -

f(x)=x*+6x(1-Inx)—-7
Partie I1 : On considere la fonction f définie sur [0,+oc[ par : {f((;‘)) X7+6x( nx)-7, x>0’

- -
et soit (€,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i, jj (unité : 1cm).

1)- a)- Vérifier que : ¥x e]0,+o[, f(x)=x* (x+§—6|n—xj—7 , puis calculer lim f(x) 2x0,5pt
X X X—>+00

b)- Déterminer la branche infinie de (€,;) au voisinage de +o 1pt

2)- Montrer que f est continue a droite en zéro. 0,5pt

3)- Etudier la dérivabilité de f a droite en zéro, puis interpréter graphiquement le résultat. 2x0,5pt

4)- a)- Montrer que : ¥x€]0,+o[, f'(x)=3g(x) 1pt

b)- En déduire que f est strictement croissante sur [0, +oof 0,5pt

5)- Montrer que f “(x) et g'(x) ont le méme signe ]0,+oc[ , puis déduire le point d’inflexion de (€,) 1pt
6)- Construire (€,) 1pt
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Examen blanc
Exercice 1 (3 points)

8u, +3

On consideére la suite numérique (u, ) définie par: u,=2 et u,, = 5
u, +

pour tout n de IN

Soit (vn) la suite numérique telleque: v = Uy 1,pourtout n de IN
u, +

n

n

1)- Montrer que (vn) est une suite géométrique de raison g puis écrire v, en fonctionde n  0,5pt+0,5pt

3_1(5j”
2)- Montrer que : u, :3—9n, pour tout n de IN, puis déterminer la limite de (un) 0,5pt+0,5pt
1+= =
319
3)- Déterminer la plus petite valeur de I’entier naturel n pour laquelle u, > 2,99 1pt

Exercice 2 (5 points)

1)- Résoudre dans 1’ensemble des nombres complexes ’équation : z°—6z+10=0 1pt

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, ﬁ,\?) , on considére les points A et B

d’affixes respectives a=4 et b=3—Ii

2)- Soient z I’affixe d’un point M duplanet z' I’affixe du point M ', image de M par la rotation

R decentre A etd’angle —%

a)- Montrerque : z'=—iz+4+4i 1pt
b)- Vérifier que I’affixe du point C image du point B par la rotation R est ¢=3+i 0,5pt
c)- En déduire la nature du triangle ABC 0,5pt

3)- Soient t la translation de vecteur AB et D I’image du point C par la translation t

a)- Déterminer d I’affixe du point D 0,5pt
b)- En déduire la nature du quadrilatere ABDC 0,5pt
4)- Déterminer I’ensemble des points M d’affixe z tels que ‘E—B—i‘:|3+i| 1pt

Probleme (12 points)

Partie | :

Soit g la fonction numérique définie sur ]O,+oo[ par: g(x)=x-2-2xlInx

On considere ci-dessous le tableau de variations de la fonction g sur ]O,+oo[
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1)- Vérifierque: g (ij = i—2 puis déduire le signe de g (ij sachant que : 2. 1,2 2x0,5pt
OE)TE T Je T |
2)- En déduire, a partir du tableau précédent, le signe de la fonction g 0,5pt
Partie 11 :
On considere la fonction numérique f définie par: f(x) :%, et soit (€¢,) sa courbe
X_

- >
représentative dans un repere orthonormé (O, i, jj (unité : 2cm).

1)- Vérifier que : D; =]0,2[ U]2,+o0[, puis calculer les limites de f aux bornes de D, 0,5pt + 2pts
2)- Déterminer les branches infinies de (€) 1,5pt
3)- a)- Montrer que : Vxe D,, f'(x) :% 1pt

b)- En déduire que f'(x) et x—2 ont des signes contraires 0,75pt

c)- Dresser le tableau de variations de f 0, 5pt
4)- Montrer que (€, ) coupe I’axe des abscisses en un seul point A que I’on déterminera 0,75pt
5)- Déterminer une équation de la tangente (T) a (€, ) au point A 0,5pt

[N

N
6)- Construire la droite (T) et la courbe (€,) dans le repere (O, i, Jj (on admet qu’il existe un point

d’inflexion de (€,) d’abscisse comprise entre 0,4 et 0,6) 1,5pt
7)- Déterminer graphiquement le nombre de solutions de I’équation f (X) = x 0,5pt
8)- Construire dans le repére précédent (€,) la courbe représentative de la fonction h définie par :

In| x|

h(x) = .
(Ix1-2)

1pt
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