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Signe de ax+b
Signe et factorisation de ax*+bx+c

> Signe de ax+b (a#0)

Signe de a

> Signe et factorisation du trinbme P(x)=ax*+bx+c (a # 0)

Solution de I’équation |

z€R P(m) =0 Signe de P(iB) | Factorisation deP(m)

On ne peut pas

Signe de a factoriser P (a:)

— 00 +00

Signe de

(—a

Signe de

i

X, +00

1 2

—b—\/Z Signe ¢ Signe de (> Signe

2a de a (—a) de a

eda

2a

(on suppose que x; < x5 )

Si z, etz sont deux solutions distinctes de 'équation: t € R azx? +bx +c =0

alors:




Identités remarquables
Domaine de définition d’une fonction

> Identités remarquables :

Pour tous réels a etb

<a+b)2 :a2+2ab+b2
(a—b>2 :a2—2ab+b2
o® ~ 1" =(a—b)(a+0)
<a+b)3 — o® 4 30% + 3a8% 4+ 5°
(a—b>3 = %~ 30% + 300 — b3
2 — i =<a—b)(a2+ab+b2)

a3 +1)3 = (a+b)(a2 —ab+b2)

» Domaine de définition d’une fonction :

Soient P et () deux polynébmes

f une fonction numérique de la variable réelle x

pr Domaine de définitionde f :
définie par :

1) -2l =
B

Df:{meR/Q(x)i()}

e
1) bl by - fren/p(s)=o)

b, = fr B /P(s) 2 0et(s) > 0}

a;j sz[xeR/%(;%>0etQ(x)¢0}
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Limites d’une fonction

> Limites et inverses des fonctions : = — z" (n €N *) ety — \/;

lim\/;:O lim 2" =0
z—0 z—0

>

lim \/; = +00 i L 0
T—+400 R

rT——0<0 x
1

lim — =0 . 1

p=+00 |y N Wit

Si n est un nombre pair alors: Si n est un nombre impair alors:

lim 2" = +00 lim gz = +00
r——+00 T——+00

lim 2" = +00 lim 2" = —c0
T——00 T——00

. 1 ) 1

lim — = 400 lim — = 40
z—0 ;" z—0 ;"

> >

1 1

lim — = 4+ lim — = -
z—0 ," z—0 ,"

< <

> Limites des fonctions polynémes et rationnelles en : +co / —co

Limite d’une fonction polynéme en +w et en —©
est celle de son terme de plus haut degré

Limite d’une fonction rationnelle en +o et en —©
est celle du quotient des termes de plus haut degré

> Limites des fonctions trigonométriques :

sin © tan z 1—coszx
lim =1 lim =1 lim ——
z—0 =z z—0 =z z—0 2
> Limites des fonctions de type : = — .|u (x)
Iim wu (m) Iim ,|ju (m)
T, T—T
1]
€0 : Je
400 e

Ces résultats restent valable, a droite en Ty agaucheenx

o €N +oet en—o
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» Théoréme de comparaison :

u(s) < 4(s) <v(s)
SEIEI;:OU(CE):E >$$li)n;0f(x):€
:Eli)nio V(w) =0

r(e)-e

<

v (e)

lim V(x) —0

1L'->.Z'0

= lim f(z) =

.’L’—>.’170

1) <o(s

ufz) < £e)

. = lim (x) = —00 . = lim (m) = 400
By v =5 0
Ces résultats restent valable, a droite en g, a gauche en Z,, en +o et en—wo
Limites et opérations :
[/ [/ ¢ —0 +00 +00
lim g¢ (;1:) ¢ —© 0 -0 D -0
ZB—>LI70
o | (1,) iy (rﬂ e+ —0 +00 —00 +00
[.ll'—>:170
>0 >0 —0 —0 +00 0
—0 +00 —0 +00 —00 +00 +00 too
o | =0 e 400 +00 —0 +00 Fl
[/ [/ (<0 (>0 —o0 +00 0 +o0
€=0 |40 | 0" 0" |0 o |0 |0 |0 |o" | O +o0
[/
— 0 400 | =0 | —00 | 40 | +0 | —0 | —©
[/
Ces résultats restent valable, a droite en Ty d gaucheen Z,, en +oo et en—o
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Continuité

» Continuité en un point :

f est continueen z

, © lim f(:v):f(azo)

Z'—>.T0

> Continuité a droite - Continuité a gauche :
, <& lim f(:l;) = f(:L‘O)

e f estcontinue adroiteen x

ZE—>Z0
>
e f estcontinuea gauche en 1, < zli{lgl: f<x>:f<m0>
0
<

o f estcontinueen z, < f estcontinue ddroite et agaucheen z

0 0

> Continuité sur un intervalle :

o festcontinue sur un intervalle ouvert ]a, b[ si f est continue en chaque élément de]a, b[

e f estcontinue sur un intervalle fermé [a, b] si f est continue sur 'intervalle ouvert]a, b[

et f est continue a droite en a et a gauche en b

> Opérations sur les fonctions continues:

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et k un réel

e Lesfonctionsf+g,fxg, kf et f"avecn € N, sont continues sur I

f

; 1 . .
e Lesfonctions —et —sont continues surl si gne s’annule pas sur I
g g

Conséquences :
o Les fonctions polynémes sont continues sur R
o Les fonctions rationnelles sont continues sur tout intervalle contenu dans leur domaine de définition

e Lafonction:z — \/; est continue sur [0,—i—oo[

e Lesfonctions: r +— sinzet z — cosz sont continues sur R

» Composé de deux fonctions continues:

Si f une fonction continue sur un intervalle I et g une fonction continue

sur l'intervalle f (I), alors la fonction gof est continue sur I

> L’image d’un intervalle par une fonction continue:

e L’image d’un segment par une fonction continue est un segment
e L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle
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Cas particulier :

Soit f est continue et strictement monotone sur un intervalle |

Le tableau suivant illustre les différents cas possibles de I'intervalle f (I )

L’intervalle f(I)

L’intervalle I

f est strictement croissante sur I

f est strictement décroissante sur [

29 #(a)s £ (0) /()54 (a)

4 f(a); tim 1(z) tim 7(a); 1 (o

Ja.t lim f(z)i(0) F(e); tim 5 ()

! i, Tk I S Jm S(e): tim, S
ja,+od] f(a); tim f(a) Jm f(e)if(a)
Ja,+oq] el B i) i 1(@); tm 5 (o)
|o0.d] Jim£(z)if(a) el B i)
|-o0.q] Jim_7{a); tm f(z) lim f(o); tim f(z)

R Jm 7{e) Y 1(a) i fla)i, lim f(a)

> Théoréme des valeurs intermédiaires :

Si f est continue sur un intervalle [a, b} , alors pour tout réel 3 compris entre f (a) etf (b)
il existe au moins un réel o de I'intervalle [a,b} tel que f(a\) =0

Si f est continue sur un intervalle[a,b} telle que f(a) X f(b) <0
alors I’équation f (x) = 0 admet au moins une solution « dans I’intervalle ]a, b[

Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b} telle que f (a) x f (b) <0
alors I’équation f (:1;) = 0 admet une solution unique « dans 'intervalle ]a, b[

> Meéthode de dichotomie :

Soit f est fonction continue et strictement monotone sur un intervalle|a,b| telle que f (a)x f(b] <0
q

| équation f(x)= 0 admet une solution unique « dans |a,b

oD

Alors:

'amplitude de cet encadrement est :

On poursuit la recherche de «v sur I'intervalle

Alors: L_'—b<a<b
2
b_—a. 'amplitude de cet encadrement est : b_J.
2 2
a;‘ib On poursuit la recherche de « sur I'intervalle ‘H”b;b]
2

On arréte le processus dés que I'amplitude de I’encadrement de « est inférieur a la précision souhaitée
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Dérivabilité

> Fonction dérivable en un point:

flz)—flz
On dit qu’une fonction f est dérivable en z,si lim M
(L‘—>$0 T — 5170

Cette limite est appelée le nombre dérivé de f enz, on le note f' (:p0> c

existe et finie

> L’équation de la tangente a une courbe :

Soit f fonction est dérivable en z

L’équation de la tangente a la courbe (C f ) au point d’abscisse x,

est: y:f’(x())(a:—x())—i—f(%)

> Dérivabilité a droite, a gauche en un point :

flz)—flz
e Ondit que f est dérivable a droite en z, si lim M

I—>ZO I—IO
>

Cette limite est appelé le nombre dérivé de f a droite en ), on le note f y (:co)

existe et finie

flz)— flz
e Ondit que f est dérivable a gauche en z, si lim M

T, 117—:170
<

Cette limite est appelé le nombre dérivé de f a gauche en x,), on le note f 'g (;z:o)

existe et finie

f dérivable en x,si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en T

et /' (z0) = 1"y (%)

> Dérivabilité et continuité :

Si f une fonction est dérivable en z, alors f est continue enz,

> Dérivée des fonctions usuelles :

7 7

k 0 (k € R)
T 1
1 —1
z B
o7 st (’I“ ezZ*— {1})
1
o 2z
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> Opérations sur les fonctions dérivées- dérivée d’une fonction composée :

(u—|—v>/ =u 4+

(ku)l = k(u)/ (k € R)

v / /
(uv) =uv+uv

> Dérivée et sens de variation :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle

e festcroissantesur I < Vrcl f’(x) >0

e festdécroissantesur I < Vzrel f'(m) <0
0

e festconstantesur I & Vrel f'(:z) =

> Interprétation géométrique et dérivabilité :

La limite Dérivabilité en z Interprétation géométrique : (Cf)admet

z)— flz . )
- f(2)= (=) Une tangente au pomtA(xO,f<x0))
T—=r) LIy (a¢0) . de coefficient directeur a
[ est dérivable en z;,
f({l;) _ f({l; ) Une tangente horizontale
lim 0 — 0 int Al
r—ry T Iy au point (%yf (ZEO ))
T f (m) —f (a:o) _ B Une demi- tangente a droite au point
sozt T (a0} [ est dérivable A (xo;f (:UO)) de coefficient directeur a
adroiteen z,
. f(z) —f (a:0> Une demi- tangente horizontale
1m : . . .
I_>x0+ T — a droite au point A (xo,f (:U0>)
i f (x) —f (m0> - B Une demi- tangente verticale a droite
roagt T [ n’est pas dérivable au point A (zo;f (a:())) dirigée vers le bas
adroiteen z,
f <z> —f (a:0> Une demi- tangente verticale a droite
fimn e int A(zy: f («, )) dirgée vers e haut
x_>x0+ T —x, au point A(z; f(z ) irigée vers le hau
- f <:1:> —f (:1:0> _ . B Une demi- tangente a gauche au point
v—zy” T T (a=0) [ est dérivable A(xo;f (x())) de coefficient directeur a
dagaucheen
. f (m) —f <x0) Une demi-tangente horizontale
im = N . .
P T — 1, a gauche au point A (mo,f (:1:0>)
o f <x> = <$o) - B Une demi- tangente verticale a gauche
P T — 1, [ n’est pas dérivable au point A (xo; f <x0)) dirigée vers le haut
da gauche enz;
f (z) —f <zo) Une demi- tangente verticale a droite
roa T au point A(z; f(z ) irigée vers le bas

Page 11




Axe de symétrie-Centre de symétrie-Point d’inflexion

> Axe de symétrie - Point de symétrie :

La droite d’équation x = a est un axe de symétrie de la courbe (C f)si :
o V:L"EDf (2a—x)€Df
o Va:EDf f<2a—x>:f(x)

Le point I (a, b) est un point de symétrie de la courbe (Cf)si :
o V:BEDf (2a—x>€Df
o Va:eDf f(2a—z>+f<x>:2b

» Concavité et point d’inflexion d’une courbe :

Une fonction est convexe sur un intervalle si sa courbe
représentative sur cet intervalle, est entiérement située

au-dessus de chacune de ses tangentes

Si Vzel f”(a:)ZO

Alors la courbe(Cf) est convexe sur l'intervalle 1

Une fonction est concave sur un intervalle si sa courbe
représentative sur cet intervalle, est entiérement située

au-dessous de chacune de ses tangentes

Si Veel f"(:E)SO

Alors la courbe (C’f) est concave sur l'intervalle [

Un point d’inflexion d’une courbe (Cf>est le point ou la courbe

(C’f) change de concavité en ce point

Si- f" s’annule en changeant de signe en z,

Alors la courbe(C’f) admet un point d’inflexion d’abscisse x;,

Si f' s’annule sans changer de signe en z,

Alors la courbe (C’f) admet un point d’inflexion d’abscisse x,,




Branches infinies

{ |¥|
lim [f @) —(az +0)]=0 | 1 L@ _ o 22 — oo || w22 g
IT—00 rT—00 I (a=0) z—o0 I T—0 T
°
Y { bpi Y * ? Y
\L lim [f@) —azx]=0]| lim [f@) —az]= 00
(Cf)admet (Cf)admet (Cf)admet (Cf)admet (Cf)admet (Cf)
Une Une Une branche Une branche Une branche admet
asymptote asymptote parabolique parabolique parabolique Une
horizontale oblique de directzion de direction de direction asymptote
d’équation: d’équation : ’fl dr oite I’axe des axe des verticale
y=a y=azr+b d’équation : ordonnés abscisses d’équation:
au voisinage au voisinage y=—ar au voisinage au voisinage
de 0o de oo au voisinage - de oo =
N . \ ) N

de oo
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Fonction réciproque

> Propriété :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle

Alors f admet une fonction réciproque, notée f_l,définie sur l'intervalle f (I )

etona: f_1($>=?/®|f(y):a:
ﬂFEJC(I> yel

> Détermination de I’expression de fﬁ1 (m) :

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle
Soit x un élément de f (I) ety un élément de I tel que: f_l (ac) =y

Ona: ff1 (:c) =y & f(y) = g et enrésolvant ’équation f(y) = z d’inconnue y

On déduit I’expression de ff1 (a:) pour tout x de f (I)

> Continuité de la fonction réciproque :
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [

Alors une fonction réciproque f_1 est continue sur l'intervalle f (I)

> Dérivabilité de la fonction réciproque :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [

et z, un élément de f (I)

sif est dérivable en z,etsi f' (:po) = 0, alors la fonction f_1 est dérivable eny,

et ona : (f_l)/ <y0>:ﬁ

%)

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle

si f est dérivable sur I et f' nes’annule pas sur I

alors la fonction f_l est dérivable surf([) et ona

vaer() () () - ———

Page 14




» Monotonie de la fonction réciproque :

et varie dans le méme sens que f

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1

Alors une fonction réciproque f_1 est strictement monotone sur f (I)

» La courbe représentative de la fonction réciproque :

O

I
I

'
'

bissectrice du repere (droite d’équation: y = z)

Dans un repere orthonormé [Cf_l ] est le symétrique de (Cf) par rapport a la premieére

> Remarques:

La courbe (Cf)

A(a,b)e(Cf)

admet une asymptote verticale
d’équation: z = a

admet une asymptote horizontale
d’équation: y = a

admet une asymptote oblique
d’équation: y =azx +0b

admet une tangente
(ou demi-tangente) verticale

admet une tangente
(ou demi-tangente) horizontale

La courbe [Cf—l]

A’(b,a)e

Cf_l]

admet une asymptote horizontale
d’équation: y = a

admet une asymptote verticale
d’équation: x = a

admet une asymptote oblique
. , 1 b
d’équation: y = —x — —
a a

(on détermine I'expression de y

a partir de la relation: x = ay + b)

admet une tangente
(ou demi-tangente) horizontale

admet une tangente
(ou demi-tangente) verticale
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Fonction racine n-ieme

» Définition :

Soit n un entier naturel non nul

La fonction:xz — z~ est continue et strictement monotone sur I’ intervalle [O; —{—oo[
elle admet une fonction réciproque définie sur [0; +OO[ ,nommée racine n-ieme

2
etquel’onnoteﬂ“/_ etona:V(x;y)eR+ %:y@fﬂ:yn

» Propriétés:

V(m;y) € R2+ V(m;n) € (N*)2
2
V(m;y)€R+ Vn e N* ) %x"y:n,xxy
. 7%/JUTL::L’ ) (nx)m=W

[ -- C

o Q/;:Q/;c}a::y ) %: Y
. 7%/;>7%/;<:>:1:>y .yl ol

Q/; x (y:co)

» Ensemble de définition :

L’ensemble de définition de la fonction z — Ru (a:)

estD:{xER/xeDuetu<w)20}

> Limites:

£>0 :> Wy

Ces résultats restent valable, a droite en T, a gaucheen T, en +oo et en—w

7

» Continuité :

Si  f une fonction définie ,positive et continue sur un intervalle I

alors la fonctionz — % /u (:p) est continue sur [
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> Dérivée :

Siu une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle [

Alors la fonction: z — (:c) est dérivable sur I

et ona : Ve el (W)/ = U/<x>n_1

n un entier naturel pair non nul

s - (i) 5 = (-t}
20 =0
} S =0

» Puissance rationnelle d’'un nombre réel strictement positif:

Soit un x réel strictement positif et un 7 nombre rationnel

p * *
Onpose r=— (p€eZ et geN )

» Remarques :

, 1 1
- 1 / ——1
° (",[u(w)) = (u (m))n = —X (u (m)) X (u (x))”
n
Pour tous réels X et Y positifs et pour tous rationnelles 7" et r!
1 1 ! f
L e = wr—l—r . (xr)T _ g TXT
e (zxy) =2"xy" [l,]?“ e
° — _
-
1 . Y )
° — =2 r
z s EF
- =
2
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Suites numériques

> Suite arithmétique - Suite géométrique :

Suite arithmétique de raison r Suite géométrique de raison q |

Un41 = Uy T T Upt1 = 9% Uy,
Terme général v =u_ + (n — p) r u =u xq' P
n p n p
Somme de n—p+1
Uy, + Uy, g P
termes U +..+u =(n—p+1)]|— U +...t+u =u_X
2 q p n 2 p n D -1
consécutifs q
a,b et c trois
termes 2b =a+c b> =axc
consécutifs
» Suite majorée, minorée, bornée :
Soit (u ) une suite numérique
ninel
o (u ) est majorée par unnombreréel M < VYn el o < M
ninel w
° (u ) est minorée par unnombreréel m < Vn €l  u_>m
n/nel n
o (u ) est bornée si(u ) est majorée et minorée
n/nel n/inel

> Monotonie d’une suite :

Soit (u ) une suite numérique
ninel
(un )nel est croissante < Vn € [ Uy 41 Zun

o (un )nel est décroissante < Vn € [ Uy i1 gun

. (un )nel est constante < Vn € [ Uy ] = Uy,

> Limite de la suite (na)avec acQ*:
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n
> Limite de la suite (q )avec qgeR:

la suite(qn)n’admet lim qn -0 lim qn —1 o qn .
.. n—-+00 n——+00 n—-400
pas de limite

> (Critére de convergence d’une suite :

e Toute suite croissante et majorée est convergente
e Toute suite décroissante et minorée est convergente

v <u <w
u, — é‘ <uv, n—n—n
. = limu =1¢ lim v =€ } = limu =1¢
lim v =0 n—oo n——+oo " n—oo
nteo lim w, =¢
n—-+00 )
u, 2 Y . Uy >0y, ,
) = lim u =4+ , = lim u = —00
bim v = +o0 netoo M lim v, = —00 nstoo
n—-400 n——4oo

> Suite de type:v, = f(“n)

Si (un >neI une suite convergente de limite { et si f une fonction continue en €

Alors la suite (Un ) définie par: v, = f (un) est convergente de limite f(é)

> Suite de type fu, g = f(“n)

Soit (un) une suite numérique définie par :

0= 9

ou f une fonction
Up 11 :f(un) n €N

Si:
e funefcontinue sur unintervalle [
. f(r)c1
e acl

o (un) une convergente

Alors : la limite € de la suite (un >n€I est solution de I’équation : f (m) =z
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Fonctions primitives

» Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle [
Ondit que F' est une fonction primitive de f sur[si:

o [Festderivable surl

e vael  F'(z)=f(a)

» Existence et unicité des primitives:

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I

Sif admet une primitive F' sur un intervalle I, Alors toute fonctionG définie

surl par:G (:1;) = F(a:) +k (k € R) est aussi une primitive de f surl

Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle I

soit T, un élément de [ et y,un réel, Il existe une seule primitive F' de f surl

vérifiant la condition F' () = y,

» Propriété de linéarité des primitives :

Si F et G des fonctions primitives respectives de f et g sur un intervalle I

et si kunréel, alors:
. (F + G) est une fonction primitive de (f + g) surl

e kI est une fonction primitive de kf surl
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» Formulaire: primitives des fonctions usuelles :

f(a) #(z)

a€R ar + k
1
T 5$2+k‘
1 _
. —+ k
> T
1
T 2\/;+k
T
xn—l—l
(nez*—{-1}) " — i
n
1 ln‘x‘—i—k
T
sin z cosz + k
Ccos T sinz + k
) 1
1+ tan™ z = tan z + k
cos” x

» Primitives des fonctions composés :

(neZ*—{—l}) u’(m)x u(z) " u(x)-i_ﬂj_l +k
%(—:; In u(x) +k

u' (m) xeu(x) eu m)

) 4k
u!(z) x sin u ) ~cos|u(a)] + &
s in [u (x)] +h

(i < ®)
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Calcul intégral

> Intégrale d’une fonction continue sur un segment :
Soit f une fonction continue sur un intervalle[a;b] et ' une primitive de f sur[a;b]

L’intégrale de f de a a best le nombre réel:fg f(x) de = [F (m)]z = F(b) —F (a)

> Propriétés :

[ i)=o [ i6)e=- [ s(e)ae
tneare: [ [1(e) v of]in = [ sleie [ ofei
be®) [Cirleae=r [ s(e)
Relationdechastes: [ 1(s)az = [ s(e)ao+ [ s(s)s

» Valeur moyenne:
Soit f une fonction continue sursegment[a;b]

La valeur moyenne de la fonction f sur[a; b] est le nombre réel :

1 b
=b—aL f(x)dx

> Intégrale et ordre :

st V:L"G[a,b] f(a;)ZO,a,lors fbfa:dxz()

st Vxe[ab] f ,alors ff dx>f :c dx

> Intégration par parties :

> Calcul d’aires :

— =

Le plan est rapporté a un repére orthogonal ( 0,1, j)
Soit | et J deux points tels que : i =0Iet0J = J

L’unité d’aire, notée u.A, est I'aire du rectangle bati a partir

des pointsO, [ et J
lu. A=

—

7 || X

—

J

Page 22




L’aire du domaine délimité par(Cf), 'axe L’aire du domaine délimité par(0f>, (C’g) et

des abscisses et les droites d’équation les droites d’équation © = a et x = b est:
r=aetx=0 est:

[ f b\f(z)\dz A [ f b‘f(m)—g($>‘d$ wd

» Cas particuliers :

L’aire du domaine hachuré

Figure illustrative Remarque .
g ‘ q sur la figure

f est positive sur[a;b] [fbf(x) dx |.u.A
a

f est négative sur[a; b] [fb—f (a;)dm A
a

o [ estpositive sur[a;C] [fcf($>d$+fb_f(x)da: A

o festnégative sur[c; b]

(Og) est au dessus

[j;b (g(a:) _f<$))dx A

de(C’f) sur[a;b]

. (C’f>est au dessus

de(C, ) ur o] [ S et [ ole) (e s

. (C’f)est au dessous

de(C’g) sur [c; b]

> Calcul de volumes :
Le volume du solide de révolution engendré par la

rotation de la courbe (Of ) sur[a; b] , un tour complet

autour de I'axe des abscisses est:

2

V= J;bw(f<x>) dz|u.v

u.v : unité de volume




Fonctions logarithmes

> Fonction Logarithme népérienne :
o Définition :

La fonction logarithme népérien est la primitive de la fonction: z — —
T

sur I’interva”e]O; +oo[qui s’annule en 1 et notée In

e Conséquences et propriétés :

In1=0 Ine=1 Vo € ]0;—1—00[ Yy € ]0;—1—00[

Vz € ]0;—1—00[ Yy € ]0;+oo[ In (xy) =Inz+Iny
Inz=Inyez=y ln(xr):rlnx <T€Q)
Inz>hys x>y 1

ln[—] =—Inx
Vo€ |0+00]  VyeR x
i
hz=y<z=c¢’ ln[;]zlnm—lny

o Domaine de définition :

f une fonction numérique de la

: ) o Domaine de définitionde f :
variable réelle x définie par :

f(z) = mu(z)] D, ={zeR/zeD,etu(z)>0}

() = ()]

f(z) = nu(s)

Df:{xGR/xGDuetu(a:)zO}

e Limites usuelles :

lim (ln x) = +00 lim hl_x =0
&—+00 z—400 Rl

lim (111 fU) = —00 lim (:E" In x) =0 (n €N *)
z—0 z—0

> >

. Inzx In (:E + 1)
lim =1 lim —~ =1
r—lz—1 72— T

e Continuité:

La fonction In est continue sur I’intervalle ]O; +oo[

Si u est une fonction strictement positive sur un intervalle |
et siu est continue sur |

Alors la fonction z — ln[u(:p)] est continue sur |
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e Dérivabilité :

La fonction In est dérivable sur I'intervalle ]O; +oo[

etona: Vz e ]0;+oo[ (ln x)l

e Signe et représentation graphique de In :

> Fonction Logarithme de base a € R’, \ {1} :
o Définition :

La fonction logarithme de base a est la fonction

semiepar: Vo< o] g, ()= 22
na

Cas particulier : si a=10, €og, est le logarithme décimal. On le note €og

e Conséquences et propriétés :

Vz € ]0;-1—00[ Yy € ]0;-1—00[ tog,1 =0
tog,a =1

Vr € ]O; +oo[ Yy € ]0;-1—00[ VreQ
Zoga (x)=€oga (y) Sr=y
Zoga(x>=r<:>a:=ar

a>1
tog, (x)>éoga (y)(:)x<y Eoga<x>>eoga<y)®x>y

lim fog, < ) = —00 lim fog, (m) = 400

T——+00 T——+00

i o, (o) = 4 i o, o)==

Vr € ]0,-1—00[ [Koga <:v)}' = /

zlna




Fonctions exponentielles

» Fonction exponentielle népérienne :
o Définition :

La fonction exponentielle népérienne, notée exp, est la fonction réciproque de la

fonction In . Onpose :Vz € R exp (x) =e"

e Conséquences et propriétés :

VzeER € >0 .
xz Yy _ Tty
VreR l’n,(ex)zx VeeR VyeR e xe’ =e
Inz zr -
\V/Z'E]Oa"i_OO[ e = \VIQ?GR (6 ) =e (TEQ)
Ve eR Yy € |0;+oo .
VIER _=6_I
ex:y@x:lny 6I
Viz,y) € R? ef=e¥ o= v
< y) !/ VzeR VyeR S =¥
ef>e! >y o

e Domaine de définition :

f une fonction numérique de la
variable réelle x définie par :

e Limites usuelles :

lim e¥ = +oo lim e’ =0
T—+00 Z——00
neN*
. e’ lim (xnez) = ( )
].lm — || = +OO T——00
T—+00 | p"
T
.oe —1
lim =1
z—0 T

e Continuité:

La fonction z +— €* est continue sur I'intervalle R

Si u est une fonction continue sur un intervalle |

Alors la fonction x — eu(x) est continue sur |
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Dérivabilité :

etona: VzeR

la fonction x +— e* est dérivable sur R

(ex)' _ e

etona: Vx el

Si u est une fonction est dérivable sur un intervalle |

alors la fonction x +— eu(z) est dérivable sur |

[eu@ |

— /(z)x ")

Représentation graphique de exp :

2]

e
MI T

-2 -1 u]

1 2

> Fonction exponentielle de base a € |0;+od| :

Définition :

La fonction exponentielle de base a est la fonction définie par :

o = e:l:log(z)

Vx € }0;4—00[
Conséquences et propriétés :

9 vy . VzeR qf =

V(x,y)ER a’ xa’ =a tog, ax)zx
x " rr Zog (.’L‘)

VereR (a) =a (TGQ) vae]O;—i—oo[ a =g
Vz € R —xza_‘r V(x;y)€R2 " =ad' =y

a

@ Ve eR Yy € ]0;—1—00[
V(x; y) € R? —=q"Y -
a¥ a =y®x=eoga(y>

0<a<l a>1

a*>ad e x<y

at >a x>y

lim ¢ =0
T— 400

lim o' =40

lim o® =400
T— 400

lim o =0

T—— r——00
xT
.oa” —1
lim =Ina
z—0 Z
!
(az) = (ln a) x a®
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Nombres complexes

L’ensemble des nombres complexes est: C = {z =a-+ib/ (a;b) eR? et 1 = —1}

Soit le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0, € 62)

> Définition et propriétés :

Soit z = a + 1b un nombre complexe ou (a;b) € R?

e Laforme algébrique du nombre complexe z est: a +1b.

e La partie réelle du nombre complexe z est: Re (z) =a.

¢ La partie imaginaire du nombre complexe z est: Im (z) =b.

e Le nombre complexe z est imaginaire pursi Re (z) =0.

o Egalité de deux nombres complexes: z = 2’ < Re(z) = Re(z’)et Im (z) = Im(z’)

e Le conjugué du nombre complexe z est: z = a — b

e Lemodule du nombre complexe z est: ‘z‘ = \/; =a?+b?

e L’image du nombre complexe z = a + ib est le point M (a,b), noté M(z)

o L’affixe du point M (a,b) est le nombre complexe z = a + b, noté z,,

e L’daffixe du vecteur i (a, b) est le nombre complexe z = a +1b , noté z

—_—

e L’dffixe du vecteur AB est le nombre complexe 25 T A T4

e L’argument du nombre complexe non nul z est une mesure 6 de I'angle orienté(el, OM)

noté argz
ona arng@[ZTr] A o
M(z)
Re(2) : Im(z) o3
cosf = ‘i‘z et sinf = TZ‘Z 82\ ‘ H
e

¢ Laforme trigonométrique du nombre complexe nonnul z est:
z = r(cos@ + z'sinQ) = [T,O]

avec r = ‘z‘ et argz = 0[2%]

[r, 9] est une écriture réduite du nombre complexe r (cos 0 + isin 9)

e La forme exponentielle du nombre complexe nonnul z est: z = re'

avec r = ‘z‘ etargz = 0[2%]

Page 28




» Propriétés:

Conjugué ‘ Module Argument
—_z = _; ‘—z‘ = ‘z‘ arg (—z) = (7T +arg z) [27‘(]
Conjugué =2 ‘3‘ = ‘Z‘ arg (;) =—argz [271']
Produit I A — 5 7 ‘zxz" = ‘z‘x‘z" arg(zz’) = (argz+arg z’>[27r]
Puissance z_n — (; " 2= ‘z‘n arg (zn) =nargz [2%]
(1) 1 1 1
Inverse [5] = % ; = M arg [;] = -—arg z [27r]
Quotient [5] = % ; = Li,“ arg [3} = (arg z—arg?’ ) [27T]
Sl 242 =242
Forme trigonométrique Forme exponentielle
—[r,@] = [7“,77 + 9] et — Tei(7r+0)
Conjugué m _ [r, _0] el — yo—i
Froduit [r, 9] x [r',&'] - [rr';@ T 9'] re? x e = rr'ei(0+0')
Puissance [r, 0]“ = r";n@] (T’ew)n _ nind
Inverse L _ l._g] 1 _1-
[7"; 9] r’ re T
-0 10 (o_pt
Quotient [7[,7:1 9],] = %;9 = 9'} ;eew' = 561(0 o )
o z—l—;=2Re(z> o 2 estréel < z =2
. z—;=21m(z) o zestréel & argz=kr /ke€Z
o nr— [Re <z>r + [Im (z)r o zestimaginaire pur < 2=z
¢ ‘420@2:0 o zestimagmaz'repur(:)argz:z—i—lmr/kEZ
e VkeZ [7“,9 I 2im] = [7“,0] 2
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> Formule de Moivre:

cost + i sinf " = cos(n@ + i sin(nb
( )" = cos(nd) + isin(nd)

> Formule d’Euler :

cost = %(eie + e_ie)

1 g o
sin 0 = _.(610 —e “9)

]

» Equations du second degré a coefficients réels :

L’équation : Ensemble de solution:

—b—VA —b A
A>0 g = *F; +VA
2a 2a
2€C az?+bz+c=0 b
(A:b2—4ac) A=0 = 2%
A <0 g —b—i —A;—b—H\/—A
2a 2a
> Nombres Complexes et géométrie:
Notion complexe: ‘ Notion géométrique :
AB = ‘zB — zA‘ la distance AB
‘z—z‘zr <r>0) cAM =7
A ® M appartient au cercle de centre A et de rayonr
e AM = BM
‘Z ; ZA‘ B ‘Z ; ZB‘ * M appartient & la médiatrice de [AB]
2 = ‘A ;ZB I milieu de[AB]
Zn — X
L _Ader A,B et C trois points alignés
B~ %4
AR A — “e T *A —
[AB’AC] =979 2 — 2y PW] mesure de I'angle [AB;AC]
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» Nature d’un triangle:

Nature du triangle ABC

‘c T _ |y T .
=7 ABC est un triangle rectangle en A
Zp — 2y 2
Zrn — 2
¢ Ao [1; 9] ABC est un triangle isocele en A
‘B %4
C TFA |1 . o
=L+ ABC est un triangle isoceéle et rectangle en A
Zg — 2y 2
Zn — R T
C "4+ ABC est un triangle équilatéral
Zp — 2y 3

» Ecritures complexes des transformations du plan:

Translation de vecteur u 2 =z+ 2z
Homothétie de centre 2 (w) et de rapport k 2 —w=k (z — w)
Rotation de centre Q(w) et d’angle 0 2 —w=e" (z _ w)

» Reconnaitre une translation, une homothétie ou une rotation a partir de leurs
expressions complexes :

Soit le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (0; € 62)

Soit M’ (Z/) I'image d’un point M(Z) par une transformation ¥'

L’expression complexe du transformation F Nature du transformation F

F est une translation

—

a=1 de vecteuru d’affixe z— = b
u

F est une homothétie
de rapporta

b
l et de centre (2 d’affixe w = ——
2 =az+b GGR*—{l} ffixe w —
avec (a;b) c (C2 (w vérifie larelation: w = aw + b)
(a = 0)
o=l F est une rotation
d’angle:0 = arga[Qw]
aeC- {1} )
avec lal = 1 et de centre 2 d’affixe w = T

(w vérifie larelation: w = aw + b)
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Equations différentielles

[a)
w
3
I
o
=
-
N
b4
-
w

> Résolution de ’équation différentielle: y' = ay +b

Equation différentielle

Solution générale de I’équation différentielle

y'=ay+b (azO)

> Résolution de I'équation différentielle:ay "+ by'+ cy =0

Equation Equation . ] &
_-quatio quatior L'équation caractéristique admet
différentielle caractéristique

ay"+by'+cy=0

ar’+br+r=20

Deux solutions réelles

Solution générale
de I’équation différentielle

y(a:) — el ﬁerﬂ

A>0 distinctes r et ( )
a, ) € R?
y(ﬂv) — <ax + ﬂ)em
Une solution réelle
A=0 unique r ( ﬁ) e
a?
Deux solutions
complexes conjuguées y (a:) — (a cos gz + (sin qx) P
A<0 n=p-1uy
et r, =p+ig (0, 8) € R?
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» Cardinal d’un ensemble :

Dénombrement

Soit E un ensemble fini
Le cardinal de E est le nombre d’éléments de E/, on le note card F

Soit A et B deux parties d’un ensemble fini
Card(AU B) = CardA + CardB — Card (AN B)

» Principe fondamental du dénombrement :

est le produit :

Soit une expérience peut étre réalisée en p choix (p eN *)
Si le premier choix peut étre réalisé en n, facons différentes

et le second choix peut étre réalisé en n,, fagons différentes

et le p-éme choix peut étre réalisé en n, facons différentes

alors le nombre facons différentes de réaliser cette expérience

nlxn2 ><n3><...><np

> Les nombres : !, Alet CF

n!znx(n—l)x(n—Q)x...xQxl
p__nt p__nt
4 <n—p>! Cn p!(n—p)!
ot ver - cx, o -y
C’Z:I C:Z_l=n

» Types de tirages :

Ontire p objets parmi n objets

Nombre de tirages

Type de tirage: : L’ordre:
Yp g possible est :
simultané Cg (p < n) n’a pas d’importance
Successif avec remise nP est important
Successif sans remise Afl’ ( p < n) est important
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Probabilités

> Probabilités d’un ensemble fini:

La probabilité d’'un événement A est la somme des probabilités des événements
élémentaire qui le composent, on la note p (A)

> Propriétés :

Soit €2 Punivers associé a une expérience aléatoire

Probabilités: L’événement:
A 0<p (A) <1
A D (Z) =1-—p <A)
p(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)
AUB p(AUB)=p(4)+p(B)
(A et B sont incompatibles)

S’il'y a équiprobabilité alors pour tout événement Ade() ona:

cardA _ nombredes cas favorables

pl)=

cardQ  nombre des cas possibles

» Loi d’une variable de probabilité aléatoire:
Soit €2 Punivers associé a une expérience aléatoire
Pour définir la loi de probabilité de la variable X sur ) on suit les étapes suivantes :

1) Ondétermine X(Q) = {xl;xQ;:p3;...;xn} I’'ensemble des valeurs prises par X
2) On calcule pour chaque valeur ,sa probabilité p, = p (X = xl) avec i € {1;2;...;n}

3) Onrésume la loi de probabilité de la variable X par le tableau suivant :

x, 7 Ty Tg soc z,

p(X = xz) Dy Dy D3 D,

> Probabilité conditionnelle :

Soit A et B deux événements liés a une méme expérience aléatoire tel que: p (A) =0

La probabilité de 'événement B sachant que A est réalisé est le nombre :
D <A NB

rale)=5(2)- 2227

» Evénements indépendants :
Soit A et B deux événements liés a une méme expérience aléatoire
A et B sont indépendants < p(A N B) =p (A) X P (B)
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» L’espérance, la variance et I’écart-type d’une variable aléatoire:

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est définie par le tableau suivant:

L’espérance mathématique

de la variable X

La variance de la variable X

L’écart -type de la variable X

> Epreuve répétée :

Soit pla probabilité d’'un événement A, lors d’une expérience aléatoire

si on répéte n fois I’épreuve dans des conditions identiques

alors la probabilité de réalisation de A exactement Fk fois durant les n épreuves est :

Apf-p) ™ (e=n)

> Loi binomiale :

Soit pla probabilité d’'un événement A, lors d’une expérience aléatoire

on répéte n fois I’épreuve dans des conditions identiques
si la variable aléatoire X , égale au nombre de réalisation de A durant les n épreuves
alors la loi de probabilité de la variable X est donnée par :

—k
VkE{O;l;Q;...;n} p<X=k>=C7]:><pk><<1—p>n
On dit que la variable X suit une loi binomiale de paramétres net petona

E(X)znxp et V(X)znp(1—p)
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Géométrie dans I’espace

L’espace est rapporté a un repére orthonormé direct (0, 1,7, k:)

> Expressions analytiques :
Soient ﬁ(a, b, c) et §<a',b',c'> deux vecteurs

e Produit scalaire: 4.7 = aa'+ bb'+ cc'

e Norme: Hﬂ” =a?+ b+

. . o L b bls o als ja a'|-
e Produit vectoriel: u Nv = 7 — J+ k
c c' c c' b b
> Aire d’un triangle :
L’aire d’un triangle ABC est: %HE A AC’H

> Distances :

La distance entre deux points Aet B est:
A= \/(“’B —24)2 4 (0 — )+ (25— 24)°

La distance du point M au plan (P) d’équation az + by + cz + d = 0 est:

B ‘aa:M + by, + ez —|—d‘

a(M;(P)) = Jotvire

i o

i

La distance du point M a la droite A(A,ﬂ) est: d(M, (A)) =

> Equation cartésienne d’un plan :

7 (a, b, c) est un vecteur normal au plan (P) & (P) tarx+by+cz+d=0

Si ABAAC =0 alors les points A, B et C' nesont pas alignés
Dans cecas: AB A AC est un vecteur normal au plan (ABC) et I’équation cartésienne
du plan (ABC) peut étre déterminé a I’aide de I’équivalence suivante :

M € (ABC) & AM.[AB A AC) =0

> Equation cartésienne d’une sphére:

L’équation cartésienne d’une sphére
de centre ) (a, b, c) etderayon R est:

(¢ —a) +(y—b)* 4 (<) = B '
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» Ensemble des points M de 'espace vérifiant : AM.BM =0

L’ensemble des points de 'espace vérifiant :
AM . W = Oest la sphére de diamétre [AB]

> Intersection d’une sphere et d’un plan :
Soit la sphére (S) de centre () et de rayonR et le plan (P)

Soit H le projeté orthogonal du centre (2 sur le plan (P) Onpose: d=QH = d(Q;(P))

d>R

<P> coupe (S) selon un cercle(C)
de centre H (P) est tangent a (S) en H (P) ne coupe pas (S)

etderayon:r = \R?>— d?

> Intersection d’une sphére et d’une droite :
Soit la sphére (S) de centre () et de rayon R et la droite (A)

Soit H le projeté orthogonal du centre §2sur la droite(A). Onpose: d=0H =d (Q,(A))

d>R

(A) coupe<S> en deux points (A) est tangente c‘l(S) en H (A) ne coupe pas (S)

distincts




Trigonométrie

> Tableau des valeurs remarquables et cercle trigonométrique:

£ See—

|
i
a
e
=)
|
—_p——

> Les formules des angles associés :

-1<cosz <1 LD — sin z cos<$+2k7r):cosx
. CcoS T 9 .
1<sinz <1 s1n(:1;+2k:7r)—smm
. 1
cos?r +sin2x =1 1+ tan?z = tan (:U + kw) = tanzx
cos %x

> Equations trigonométriques :

e cosx=cosa< x=a+2kr ou x=-a—+2km
e sinz=-sina < x =a-+2km ou xz(w-a)—i—ka

e tanzy =tana < x =a+kmw (kGZ)
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» Formules d’addition :

cos(a—i—b):cosaxcosb—sinaxsinb

sin(a—l—b)=sina><cosb—|—cosa><sinb

cos(a-b) = cosa X cosb+sina x sinb

sin(a—b> = sina X cosb -cosa xsinb

tan(a-i—b): tana + tanb tan(a—b>: tana - tanb
1-tana xtanb 1+ tana x tanb
> Formules de duplication :
cos2a = cos?a-sinZa
=2cos?a-1 a
—1-92sin%a on pose: t_tanE
sin 2a = 2sin a X cos a ot
9t sina = .
tan2q = —on b=+
l1-tan?a cosazl_t
) 1+ cos2a 1+¢
cos?q=———709—
2 tana =
- 1- cos2a 1-¢2
sin?q =———
2
» Transformation des produits- transformation des sommes :
p+4q pP—q
=2
cosaxcosbz%[cos(a—i—b)—i—cos(a—b)] cos p +cosg o8 o8 2 ]
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sina x sinb = —l[cos(a, + b) — cos(a —b)] CoS p — Cosq = —2sin sin
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> Transformation de: acosz + bsinz <a, b) = (0, 0)

acosz +bsinz = +/a® +b? ﬁcosz-l—ﬁsinz]
=+a?+b? cos(x—a)
a b

cosqq = — et sinq = ———
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